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NASI PRZEDSTAWICIELE

Jezeli chcielibyscie Panstwo dowiedziec¢ sie wiecej o naszych ksigzkach, to przedstawiciele
regionalni Oficyny Edukacyjnej * Krzysztof Pazdro:

« przyjadg do Parstwa szkoty, aby przedstawi¢ oferte wydawnictwa

« dokonaja wéréd grona nauczycieli prezentacji podrecznikéw z jednego lub z kilku przedmiotéw

* porozmawiajg indywidualnie z kazdym nauczycielem i pomoga w wyborze podrecznikéw

 udzielg szczegétowych informacji na temat konferencji i warsztatéw organizowanych przez wydawnictwo

o przedstawig najkorzystniejsze warunki zakupu publikacji Oficyny.
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Szanowni Panstwo,

oto informator o naszych pozycjach wydawniczych z matematyki, ktére
s3 przeznaczone dla uczniow licedw i technikéw, przygotowujacych sie
do matury w roku 2026, wedtug zasad obowigzujacych od roku szkolnego
2024/2025, a wiec wedtug uszczuplonej podstawy programowej z roku
2019. W nowych ksigzkach zadania dotyczace usunietych tresci, jako

nieobowigzujace, zostaty oznaczone symbolem nozyczek C)C

Wybrane fragmenty ksigzek ilustrujg zakres i sposéb opracowania tresci
nauczania. W poszczeg6lnych pozycjach prezentujemy: oktadke, spis tresci,
wstep do ksigzki, przyktadowy fragment opracowania tresci i odpowiedni
fragment odpowiedzi.

Na koncu informatora przedstawiamy kilka pozycji przeznaczonych dla
uczniow, nauczycieli i dla tych, ktorzy szczegdlnie interesuja sie matematyka
oraz wspotczesnymi narzedziami informatycznymi, przydatnymi w jej

nauczaniu i zastosowaniu.

Goraco zachecamy do korzystania z naszej oferty. JesteSmy przekonani, ze
pozycje te pomoga uczniom skutecznie przygotowac sie do matury i osiggnac

sukces podczas egzaminu.

Wydawca

v OFICYNA
G EDUKACYJNA

KRZYSZTOF PAZDRO

ul. Ko$cianska 4, 01-695 Warszawa
tel. 22 560 81 00

e-mail: pazdro@pazdro.com.pl
www.pazdro.com.pl
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Wstep

Od roku 2010 matematyka na poziomie podstawowym jest zdawana na maturze jako przedmiot
obowiazkowy. Od tej pory uptyneto juz 16 lat. Jest to wystarczajacy czas, by na podstawie
przegladu arkuszy maturalnych zorientowac sig, jakiego typu zadan i o jakiej skali trudno$ci
moze spodziewac si¢ na egzaminie przyszty maturzysta.

W tym zbiorze zebratem zadania z lat 20102024, ktore wystgpowaty w arkuszach matural-
nych CKE na poziomie podstawowym. Zadania zostaty jednak podzielone i uporzadkowane
wedtug rozdziatow wystepujacych w typowym programie nauczania matematyki w szkole.
Obok numeru kazdego zadania jest wskazowka, z arkusza ktorej matury dane zadanie pochodzi
(miesiac, rok, nr zadania i liczba punktow). Do wszystkich zadan podatem szkice rozwigzan,
réwniez do zadan zamknigtych.

Ten zbior zadan moze by¢ $wietnym materiatem do samodzielnego przygotowania si¢ do eg-
zaminu. Moze réwniez by¢ pomocny nauczycielowi w zaplanowaniu cyklu powtorzen przygo-
towujacych uczniow do matury.

Lata 20202021 przejda do historii m.in. z powodu COVID-19 i zdalnego nauczania. Sesja
maturalna 2020 tez byta wyjatkowa, poniewaz odbyla si¢ z miesiecznym przesunigciem. Eg-
zaminy maturalne w latach 2021-2022 zostaty przeprowadzone na podstawie nieco zmodyfi-
kowanych podstaw programowych. Sesje maturalne 2023-2024 to arkusze w nowej formule,
zbudowane dla absolwentéw 8-klasowej szkoty podstawowe;.

Do zbioru zadan wlaczono zadania pochodzace z arkuszy maturalnych w terminach dodat-
kowych (lipiec 2020 i czerwiec 2021-2024), z arkuszy matury poprawkowej (wrzesien 2020
1 2021-2023) oraz z arkuszy diagnostycznych i pokazowych (2014, 2021-2023).

Matura od 2023 to catkiem nowe, niespotykane dotad typy zadah maturalnych. Wyniki
egzaminu okazaty si¢ do$¢ wysokie, co nie oznacza, ze w 2025 bedzie podobnie. W czerwcu
2024 zostala ,,odchudzona” podstawa programowa i w zwigzku z tym w 2025 na pewno nie
pojawi si¢ kilka zagadnien. Zadania ich dotyczace zostaly oznaczone symbolem nozyczek ‘X’ .
Wszystkie zadania oznaczone ‘X) mogg by¢ rozwigzywane przez przygotowujacych si¢ do eg-
zaminu maturalnego z matematyki na poziomie rozszerzonym. Zadania z sesji maturalnych
2023 1 2024 w terminie podstawowym i dodatkowym zostaty zapisane na szarym tle.

W zataczonym Aneksie mozna zapozna¢ si¢ z nowymi typami zadan na bazie arkusza ma-
tury dodatkowej 2022. Swego rodzaju ,,thumaczenie” wykonat redaktor Tomasz Szwed.

Mam nadziej¢, ze ten bardzo bogaty material pozwoli uczniom skutecznie przygotowac si¢
do egzaminu. Niech przyszli zdajacy nie boja si¢ nowej, na pewno innej matury z matematyki.
Starajcie si¢ zrozumie¢ tresci matematyczne. I po prostu ¢wiczcie.

Ryszard Pagacz




Zbior zadan maturalnych CKE. Poziom podstawowy. Fragment zadan
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7. Réwnanie prostej

Zadanie 7.1. [matura, maj 2010, zadanie 9. (1 pkt)]

Prosta o rownaniu y = —2X + (3m + 3) przecina w ukladzie wspotrzednych 0§ Oy w punk-

cie (0, 2). Wtedy

A.m=—g B.m:—1 C.m:l D.m=§
3 3 3 3
Zadanie 7.2. [matura, maj 2011, zadanie 18. (1 pkt)]
Prosta & ma réwnanie y = 2X — 3. Wskaz rownanie prostej / rownolegtej do prostej & i prze-
N chodzacej przez punkt D o wspotrzednych (-2, 1).
5 A y=-2x+3 B. y=2x+1 C.y=2x+5 D.y=-—x+1
> . . .
2 Zadanie 7.3. [matura, czerwiec 2011, zadanie 15. (1 pkt)]
> Dane sg punkty 4 = (-2, 2) i B = (4, -2). Wspolczynnik kierunkowy prostej AB jest rowny
A.a=—E B.a=—§ C.a=§ D.a=g
3 2 2 3
Zadanie 7.4. [matura, maj 2012, zadanie 21. (1 pkt)]
Wskaz rownanie prostej rownolegtej do prostej o rownaniu 3x — 6y +7 =0.
A.yzlx B.yz—lx C. y=2x D. y = -2x
2 2
¥ Zadanie 7.5. [matura, maj 2013, zadanie 8. (1 pkt)]

. 2 . . .
Prosta o rownaniu y = —X+1 jest prostopadta do prostej o rownaniu y = —g x—1. Stad
m

wynika, ze
2 3
A.m=-3 B. m=— Cm=— D.m=3
3 2
Zadanie 7.6. [matura, czerwiec 2013, zadanie 18. (1 pkt)]
Wskaz réwnanie prostej, ktorej fragment przedstawiony v
jest na wykresie obok 3
A x-2y-4=0 B. x+2y+4=0 by |0 ) 6 7 x
=
Cx-2y+4=0 D. x+2y-4=0




7. Réwnanie prostej — zadania 51

Zadanie 7.7. [matura, czerwiec 2013, zadanie 25. (1 pkt)]

. . 2 S .
Dana jest prosta / o rOwnaniu y = = X . Prosta k réwnolegta do prostej / i przecinajaca o§ Oy

w punkcie o wspotrzednych (0, 3) ma réwnanie
A.y=-0,4x+3 B. y=-0,4x-3 C.y=25x+3 D.y=25x-3

Zadanie 7.8. [matura, maj 2014, zadanie 8. (1 pkt)]
Punkt C = (0, 2) jest wierzchotkiem trapezu ABCD, ktorego podstawa AB jest zawarta

w prostej o rownaniu Y = 2X — 4. Wskaz réwnanie prostej zawierajacej podstawe CD.

A.y=%x+2 B.y=-2x+2 C.y=—%x+2 D.y=2x+2
Zadanie 7.9. [matura, czerwiec 2014, zadanie 1. (1 pkt)]

Na prostej o rownaniu y = ax + b leza punkty K = (1, 0), L = (0, 1). Wynika stad, ze
ALa=-1ib=1 B.a=1ib=-1 Ca=-1ib=-1 D.a=1ib=1

ZADANIA

Zadanie 7.10. [matura, czerwiec 2014, zadanie 22. (1 pkt)]

Proste o rownaniach: y = mx —5 oraz y = (1—-2m)Xx+ 7 sa rownolegle, gdy

A.m=-1 B.m=-= Cm== D.m=1
3 3
¥ Zadanie 7.11. [matura, sierpien 2014, zadanie 19. (1 pkt)]
Dane sg réwnania czterech prostych:
k:y=%x+5, l:y=2x+5, m:y=-2Xx+3, n:y=2x-5
Prostopadte sg proste
A lin B.lim Ckin D.kim
¥ Zadanie 7.12. [przyktadowy arkusz CKE, grudzien 2014, zadanie 8. (0-1)]

. . 3 5 4 . .
Roéwnania y = —Zx + 1 oraz y = -3 opisuja dwie proste
A. przecinajace si¢ pod katem o mierze 90°.  B. pokrywajace sig.

C. przecinajace si¢ pod katem r6znym od 90°. D. rownolegle i rozne.

Zadanie 7.13. [matura, maj 2015, zadanie 18. (1 pkt)]

Prosta / o rtéwnaniu Yy = m?X + 3 jest rownolegta do prostej k o rownaniu y = (4m - 4) x—3.

Zatem
A m=2 B.m=-2 Cm=-2-22 D. m=2+22
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Zad. Rozwiazanie Odp.

6381 | (0) =65 f(1)=6,5+ 103 f(x) =65 FP

6.38.2 | /(10)=6,5+10-1,03 = 16,8 A

6.38.3 | /(x)=6,5+x-1,03

639 |a= 2 -2 pP=L2.4-4 PF
-2 2

640 3-m=0< m=3 C

6.41 |Miejscem zerowym funkcji f jest liczba 2k, wiec 2k > 2, czyli k > 1.

642 |g(x)=/(x-1)=5(x-1)=5x-5 A

7. Rownanie prostej

Zad. Rozwigzanie Odp.
1 3m+3=2<:>m=—% B
12 alzaziy(—z):l C
13 |a=2"2_2 A
o 442 3
o 1.7
g 14 3x—6y+7:0<:>y:§x+g A
> 15 |23 dem=3 D
N m 2
Z 1
- 16 =—=X+2,X+2y-4=0 D
> y > y
17 a=-0,4. y=-0,4x+3 A
18 a=2ib=2
19 y=-x+1 A
1
710 m:1—2m<:>m:§ C
m | a-a,=-1 D
3
M2 | gg=-—=,4a,=0 C
4
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Wstep

W zbiorze zebralem zadania z lat 2002-2025, ktére wystgpowaly w arkuszach maturalnych
CKE na poziomie rozszerzonym. Sa tu zadania pochodzace z egzamindéw maturalnych w ter-
minach gléwnych i dodatkowych, z egzaminéw prébnych przygotowanych przez CKE, z diag-
nozy przedmaturalnej z lat 20202024, z informatora o egzaminie maturalnym z matematyki
z roku 2021, z arkusza pokazowego z roku 2022 oraz z arkuszy z sesji 2023-2025. Zadania
zostaty jednak podzielone i uporzadkowane wedtug rozdziatow wystepujacych w typowym
programie nauczania matematyki w szkole. Obok numeru kazdego zadania jest wskazowka,
z arkusza ktorej matury dane zadanie pochodzi (miesigc, rok, nr zadania i liczba punktow).

Do wszystkich zadan podatem szkice rozwigzan.

W czerwcu 2024 r. zostata ,,odchudzona” podstawa programowa i w zwigzku z tym na ma-
turze w 2025 r. na pewno nie pojawi si¢ kilka zagadnien. Zadania ich dotyczace zostaty ozna-
czone symbolem nozyczek lX’ .

Ten zbior zadan moze by¢ dobrym materiatem do samodzielnego przygotowania si¢ do eg-
zaminu. Moze réwniez by¢ pomocny nauczycielowi w zaplanowaniu cyklu powtérzen przygo-
towujacych uczniéw do matury.

Mam nadziej¢, ze ten bogaty material pozwoli uczniom skutecznie przygotowac si¢

do egzaminu.

Ryszard Pagacz



Zbior zadan maturalnych CKE. Poziom rozszerzony. Fragment zadan

zadania

1. Funkcja kwadratowa

Zadanie 1.1. [probna matura CKE, styczen 2004, zadanie 14. (4 pkt)]

Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ funkcja:
f=x-ax->b+x—-—>bhx—-—0c)+Kx—-0ox—a

ma co najmniej jedno miejsce zerowe.

Zadanie 1.2. [matura probna CKE, listopad 2006, zadanie 11. (3 pkt)]

Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie naturalnej n > 1 najwicksza liczbe catkowitg spet-
niajgcg nierdownosé X2 — 3nX + 2n? < 0 o niewiadomej x. Wyznacz wzér funkcji £-

Zadanie 1.3. [matura, maj 2008, zadanie 3. (5 pkt)]
Liczby x, = 5++/23 i x, = 5 — /23 sarozwigzaniami réwnania x? — (p?2+q?)x+(p+q)=0

z niewiadomg x. Oblicz warto$ci p i q.

Zadanie 1.4. [matura, maj 2010, zadanie 6. (5 pkt)]
Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktorych rownanie x2 + mx + 2 = 0 ma dwa

rozne pierwiastki rzeczywiste takie, ze suma ich kwadratow jest wigksza od 2m? —13.

Zadanie 1.5. [matura, sierpien 2010, zadanie 4. (5 pkt)]
Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktérych rownanie X% — (m - 4) X+m2—-4m=0

ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste, ktorych suma jest mniejsza od 2m® — 3.

Zadanie 1.6. [matura, sierpien 2010, zadanie 5. (4 pkt)]
Narysuj wykres funkcji f/ okreslonej wzorem f ( X) =x2 - 4|X| 1 na jego podstawie wyznacz

liczbg rozwigzan rownania f (X) =m w zalezno$ci od warto$ci parametru m.

Zadanie1.7. [matura, maj 2011, zadanie 3. (6 pkt)]

Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktérych réwnanie
xZ —4mx —m3 + 6m2 + m — 2 = 0 ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste x,, x, takie,

ze (% - %) <8(m+1).



N
>
O
>
2
>

Matematyka. Zbiér zadarn maturalnych. Lata 2002-2025. Poziom rozszerzony

Zadanie 1.8. [matura, czerwiec 2011, zadanie 2. (5 pkt)]

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych rownanie 2x? —(m—2)x—3m =0

ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste x;, x,, spetniajace warunek x? + x3 — 2x,x, < 25.

Zadanie 1.9. [matura, maj 2012, zadanie 1. (4 pkt)]

Wyznacz cztery kolejne liczby calkowite takie, ze najwigksza z nich jest rowna sumie kwa-
dratéw trzech pozostatych liczb.

Zadanie 1.10. [matura, maj 2012, zadanie 4. (6 pkt)]

Oblicz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktorych rownanie X2 —(m+2)x+m+4 =0 ma

dwa ro6zne pierwiastki rzeczywiste x, x, takie, ze X' + x5 = 4m® + 6m? — 32m +12.
Zadanie 1.11. [matura, czerwiec 2012, zadanie 4. (5 pkt)]
Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktorych rownanie 2x? +(3—2m)x-m+1=0

ma dwa rozne pierwiastki x;, x, takie, ze |xl - x2| =3.

Zadanie 1.12. [matura, maj 2013, zadanie 6. (6 pkt)]

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych rownanie x? + 2(1-m)x+m? —-m =0

ma dwa rdzne rozwigzania rzeczywiste x;, X, spelniajgce warunek XX, < 6m < x? + X3 .

Zadanie 1.13. [matura, czerwiec 2013, zadanie 2. (5 pkt)]
Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktorych rownanie (m + 1) x2—-3mx+m+1=0

ma dwa rozne pierwiastki takie, ze ich suma jest nie wieksza niz 2,5.

Zadanie 1.14. [matura, maj 2014, zadanie 2. (6 pkt)]

Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktorych funkcja kwadratowa
f(x)=x%-(2m+2)x+2m+5 ma dwa rozne pierwiastki x,, x, takie, ze suma kwadratow

odleglosci punktow A = (X, 0), B = (X,, 0) od prostej o rownaniu X + y +1=0 jest rowna 6.

Zadanie 1.15. [matura, czerwiec 2014, zadanie 6. (6 pkt)]

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych rownanie X2 +(2m —5)x +2m+3 =0

ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste x;, x, takie, ze (x +x,)" > x7 - x2 > x? + x3.

Zadanie 1.16. [matura, maj 2015, zadanie 7. (2 pkt)]
r6)
/(12)

Liczby (-1) 1 3 sa miejscami zerowymi funkcji kwadratowej /. Oblicz
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KOZWiaZania

1. Funkcja kwadratowa

Zadanie 1.1.
Po przeksztatceniu otrzymujemy
f(x)=3x?-(2a+2b+2c)x+ab+bc+ca
Wyznaczamy wyrdznik
A=4(a+b+c)’ —12(ab+bc +ca) =
4a? + 4b? + 4¢? + 8ab + 8bc + 8ca —12ab —12bc —12ca =
2(a% —2ab+b?)+2(b? - 2bc +c?) +2(c? —2ca+a?) =
2(a-b)* +2(b-c)’ +2(c-a)

Dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi nierdwnos$¢ x2 > 0, stad A > 0, czyli funkcja f ma
co najmniej jedno miejsce zerowe.

Zadanie 1.2.

—3nx+2n? <0< (x-n)(x—2n) <0< xe(n, 2n)
Najwicksza liczba catkowita nalezacg do przedziatu (n, 2n) jest liczba 2n — 1.
Odp. Wzor funkeji f(n)=2n-1, gdzie n> 1.

Zadanie 1.3.
Ze wzorow Viete’a otrzymujemy

2,92 = 2 2 _ — 2 _9p_1— -1 =3
{p +q 10©{p +p2-4p+4 10©{p 2p-3 0©{p lub{p
p+q=2 q=2-p a=2-p

Odp. (p,a)=(-13), (p.a)=(3, —1).

Zadanie 1.4.

A>0

Rozwigzanie zadania sprowadza si¢ do rozwigzania uktadu nieréwnosci ,
2 4 y2 2
X2+ % >2m? 13
gdzie A jest wyréznikiem rownania kwadratowego, natomiast x,, x, sa pierwiastkami tego
réwnania.
Zatem

X2 +x2=(00 ) - 2xx,=m?—4
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Wstep

O egzaminie maturalnym z matematyki od 2023 roku na pewno mozna powiedzie¢ dwie rze-
czy: jest inny i jest trudniejszy (przynajmniej teoretycznie). Jego innos¢ wynika z faktu, ze po-
jawity sie nowe typy zadan maturalnych. Do tej pory na poziomie podstawowym mielismy
trzy typy zadan, od 2023 roku jest ich znacznie wiecej. Trudno$¢ arkusza maturalnego moze
wynika¢ z faktu réznorodnosci typédw zadan oraz ich pojawiania sie w arkuszu. Od 2010 roku
zadania byty pouktadane typami, od 2023 sg pouktadane zgodnie z kolejnoscig wystepowa-
nia tresci i wymagan w podstawie programowej. Jest to nowa sytuacja, do ktérej nalezy sie
dobrze przygotowad.

W przygotowaniu do matury z matematyki przede wszystkim nalezy zrozumiec tresci
matematyczne i dobrze wycéwiczy¢ podstawowe umiejetnosci. To wymaga czasu, zaanga-
zowania, samodzielnej pracy, réwniez pracy w zespole, i przede wszystkim decyzji: chce
i bede sie uczyé. Nasza propozycja to zestaw szesciu przyktadowych arkuszy typu matu-
ralnego na poziomie podstawowym. Kazdy arkusz jest inny, kazdy nastepny jest trudniejszy
od poprzedniego.

Zachecamy naszych Czytelnikdw, uczniéw i nauczycieli, do rzetelnej pracy w oparciu o nasz
materiat ¢wiczeniowy. W drugiej czesci ksigzki sg odpowiedzi do kazdego zadania, a do zadan
otwartych dotgczyliSmy réowniez ich petne rozwigzania. Mamy nadzieje, ze pomoze to ucz-
niom samodzielnie przygotowujgcym sie do egzaminu.

Zyczymy cierpliwosci, determinacji, komfortu pracy i przede wszystkim powodzenia na eg-
zaminie w maju 2026 roku.

Autorzy



Prébny arkusz maturalny. Poziom podstawowy. Fragment zadan

I 1. prébny arkusz maturalny 2026 na poziomie podstawowym

Zadanie 1. (0-1)
Dokorcz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Liczba (\/ﬁ—\/ﬁ)z +(§/§)Z jest rowna

A.27 B. 30 C. 2743 D. 36

Zadanie 2. (0-1)
Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwa odpowiedz sposréd podanych.
27° +97 +81°

Liczba —————— jest rowna
27

A. 37 B.33 C.27 D.3

[E] oficyna Edukacyjna * Krzysztof Pazdro



1. prébny arkusz maturalny 2026 na poziomie podstawowym

Zadanie 3. (0-1)

Dokoricz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Liczba 1 + logs100 — 2logs 2 jest réwna

A.2 B.3 C.—2 D.-3

Zadanie 4. (0-1)

Dokoricz zdanie. Wybierz wtasciwa odpowiedz sposréd podanych.

Dla kazdej liczby rzeczywistej x wartos¢ wyrazenia (5x - 3)2 - (3x +1)Z jest rowna wartosci wyrazenia
A.(2x-9)’ B. 16(x — 1)’

C. 4(4x* - 9x + 2) D.4(4x*-9x-1) +6

[E] oficyna Edukacyjna * Krzysztof Pazdro




1. prébny arkusz maturalny 2026 na poziomie podstawowym

Zadanie 5. (0-2)
Wykaz, ze liczba 3% + 92° + 27%¢ jest wielokrotnoscia liczby 37.

Zadanie 6. (0-1)
Dana jest nieréwnosc
5-3(2-3x) <3x +17
Ktory przedziat ilustruje zbior wszystkich liczb rzeczywistych spetniajagcych powyzszg nierownosé?
Wybierz wtasciwa odpowiedz sposrod podanych.
A. (-, 3] B. (-0, -3] C.[3, +x) D. [-3, +x)

[E] oficyna Edukacyjna * Krzysztof Pazdro



Prébny arkusz maturalny. Poziom podstawowy. Fragment odpowiedzi

Odpowiedzi i szkice rozwigzan

Akceptowane sg wszystkie rozwigzania merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki zadania.

1. prébny arkusz maturalny 2026 na poziomie podstawowym

Odpowiedzi do zadan zamknietych

1. 2. 3. 4. 6. 7. 8. [12.2.| 13 |14.1.|14.2.| 16. | 17. | 18. | 19. | 20.
D A B C A B C B D B FP C D C D D
21. | 22. | 23. | 24. | 25. | 27. | 28. | 29. | 30.
B FP B A A C B D A

Odpowiedzi i rozwigzania zadan otwartych

Zadanie 5.

Rozwiqzanie:

351 4 925 4 2716 — 351 1 (32)%° 4 (33)'°= 351 4 350 4 398 = 398(1 4+ 9 4+ 27) = 37 . 348
Zadanie 9.

Odpowiedz:

Zespot X otrzymat 100 000 zt na realizacje projektu edukacyjnego.

Rozwiqzanie:

Przyjmijmy, ze

x — kwota pozyskana przez zespét X
y — kwota pozyskana przez zespét Y
Mamy zatem

0,14x +0,12y =182 000

{x+y:1500000

Rozwigzujgc uktad réwnan dowolng metodg otrzymamy: x = 100 000 oraz y = 1400 000

Zadanie 10. Odpowiedz: xe[—%, ;}

Rozwiqzanie:

6x(x -

2)<x+5

6x°—12x < X + 5
6x>—13x —5<0

5
A:289’X1:7§IX2:E
15
dxe|-=, =
sta xe[ 3 2}
Zadanie 11.
1. (-4, 5] 2.[-3,0] U[L2) 3.(-4,2) 4. (2, 4]

[E] oficyna Edukacyjna * Krzysztof Pazdro
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Wstep

Z analizy arkuszy maturalnych 2025 wynika, ze egzamin maturalny z matematyki na poziomie
rozszerzonym nie odbiegt zbytnio od egzaminu, jaki znamy do roku 2023. Nie ma zadan testo-
wych ani zadan z kodowang odpowiedzia. Pojawity sie wigzki zadan oraz zadania osadzone
w kontekscie realistycznym. Nie byto takiej réznorodnosci typow zadan jak na poziomie pod-
stawowym. Zdajgcy w czasie 180 minut miat do rozwigzania nieco ponad 12 zadan otwartych.

W przygotowaniu do matury z matematyki przede wszystkim nalezy postarac sie dobrze
zrozumie¢ tresci matematyczne i dobrze wycéwiczy¢ podstawowe umiejetnosci. To wymaga
czasu, zaangazowania, samodzielnej pracy, réwniez pracy w zespole, i przede wszystkim de-
cyzji: chce i bede sie uczy¢. Od liczby samodzielnie rozwigzanych zadan i od ich jakosci zalezy
ostateczny wynik maturalny.

W czerwcu 2024 r. zostata ,uszczuplona” podstawa programowa z matematyki. Majgc
to na uwadze, przygotowaliSmy zestaw szesciu przyktadowych arkuszy typu maturalnego
na poziomie rozszerzonym. Chcieli§my zapewni¢ réznorodnos¢ w kwestii sformutowan i trud-
nosci zadan, dlatego arkusze utozyliSmy w zespole dwdéch autoréw, doswiadczonych, ale i réz-
nie postrzegajacych rzeczywistos¢ szkolng ucznidw, ktdrzy ucza sie matematyki w zakresie
rozszerzonym i deklarujg che¢ zdawania matury na poziomie rozszerzonym.

Do kazdego zadania dofaczyliSmy jego petne rozwigzanie. Mamy nadzieje, ze pomoze
to uczniom samodzielnie przygotowujacym sie do egzaminu.

Zyczymy cierpliwoéci, determinacji, komfortu pracy i przede wszystkim powodzenia na eg-
zaminie w maju 2026 roku.

Autorzy



Prébny arkusz maturalny. Poziom rozszerzony. Fragment zadan

I 5. prébny arkusz maturalny 2026 na poziomie rozszerzonym

I Zadanie 1. (0-2)
Funkcja f okreslona jest wzorem f(x) = log, (x - b), dlax e (b, +oo), gdzie a, b s3 pewnymi liczbami
rzeczywistymiia € (0, +oo) oraza # 1.
Woyznacz liczby a i b wiedzac, ze do wykresu funkcji f nalezg punkty A = (1, 1), B = (7, 2).

[&E] oficyna Edukacyjna * Krzysztof Pazdro



5. prébny arkusz maturalny 2026 na poziomie rozszerzonym

 Zadanie 2.(0-2)

Ciag (a,,) okreslony jest wzorem
a, =sinn®
dla kazdej liczby naturalnej n > 1.
Udowodnij, ze
Qg7 — 059 — Qo3 + Ae1 = d1.

[Z] oficyna Edukacyjna * Krzysztof Pazdro



5. prébny arkusz maturalny 2026 na poziomie rozszerzonym

 Zadanie 3. (0-3)
Liczby rzeczywiste a i b spetniajg dwa warunki:
1. a =sinx + cosx
2. b =sin*x + cos*x
dla pewnej liczby rzeczywistej x.
Udowodnij, ze 2b = —a* + 2a* + 1.

[E] oficyna Edukacyjna * Krzysztof Pazdro



Prébny arkusz maturalny. Poziom rozszerzony. Fragment odpowiedzi

5. prébny arkusz maturalny 2026 na poziomie rozszerzonym

I 5. prébny arkusz maturalny 2026 na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1.
Rozwiqgzanie

f(1)=1_ [log,(1-b)=1 Ja'=1-b Ja=1-b
{f(7):2©{loga(7—b :29{02—7%@{(1-1,)2—7_[,@

{a—l—b {a:_z {0:3
P v

b’ —b-6=0 b=3 b=-2

Odp. (a, b) = (3, -2).

Zadanie 2.

Rozwiqgzanie
Og7— Osg— Qo3 + O = SIN87° —sin59° — sin 93° + sin61° =

c0s3° — sin (60° — 1°) — cos 3° + sin (60° + 1°) =

—sin 60° cos 1° + sin 1° cos 60° + sin 60° cos 1° + sin 1° cos 60° =
2sin1°cos60° =sin1°=a; m

Zadanie 3.

Rozwiqzanie

b = sin®x + cos® x = (sin?x + cos?x)’ — 2sin?x cos’x = 1 — 2sin®x cos’x (1)

. 2 . . .
a’= (smx + cosx) =sin?x + cos?x + 2sin x cos x = 1 + 2sin X cos x

Stad
) a’-1
sinxcosx =
2
2
. 5 a*-1) a*-2d’+1
sin’ xcos® x = =
2 4

a*—2a° +1 _ 2—a" +2a° -1 _ 1-a* +2d
2 2 2
Wykorzystujgc (1) otrzymujemy

1-2sin* xcos* x=1—

_1—044-202
2
2b=—a"+2a+1 m

b

Zadanie 4.

Rozwiqgzanie

Z wtasnosci ciggdw otrzymujemy uktad réwnan
X+y=2

{xzy2 =1

Podstawiajac y = 2 — x do drugiego réwnania otrzymujemy

x(2-x)"=1

x(2 —x) =1 Iubx(Z —x) =-1

X’ =2x+1=0lubx*—2x+1=2

(x—1)"=0lub (x-1)"=2

x=1lubx=1-+2 lubx=1+~2

{x=1\/§ b {x=1+\/§

od {Xle b |
p. u .
y=1 yzl—\/i

u
y:1+\/5

[&] oficyna Edukacyjna * Krzysztof Pazdro
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Wstep

Drogi Uczniu!

Proponowany przez nas zbior zadan maturalnych z matematyki na poziomie
rozszerzonym to klucz do Twojego sukcesu na maturze. Praca z nim bedzie dla
Ciebie wyzwaniem, ale dzigki temu odkryjesz potencjal, ktéry w Tobie drzemie.
Przygotowanie do matury to Sciezka wymagajaca i petna trudnoSci, niczym
wspinaczka gérska. Niech Cig to nie zraza. Pamigtaj, ze z kazdym krokiem bedziesz
blizej celu, a Twdj uczciwie zapracowany sukces czeka na Ciebie na szczycie.

Ksiazka powstata dzigki wspdlpracy trzech nauczycieli matematyki z trzech
r6znych pokolen, taczac mtodosé z do§wiadczeniem. Kazdy z autor6w wnidst cos
unikalnego, aby dostarczy¢ Ci narzgdzia utatwiajace osiagnigcie sukcesu.

Zbior zawiera 1008 zadan. Kazde zadanie zostato starannie utozone na wzor
zadan maturalnych, zgodnie z nowa formuta egzaminu. Zbiér jest podzielony na
bloki tematyczne, pozwalajace skoncentrowaé si¢ na kazdym dziale z osobna.
Na poczatku kazdego dziatu zostal wyrdzniony zakres zagadniei na poziomie
podstawowym i rozszerzonym, zgodnie ze zmianami w podstawie programowej
z matematyki, ktére obowiazuja od wrzesnia 2024. Kilka zagadnien juz nie bedzie
obowigzywato na maturze od maja 2025. Zadania dotyczace usunig¢tych tresci, jako
nieobowiazujace, zaznaczyliSmy symbolem nozyczek. Niejednokrotnie pojawi si¢
pytanie: rozwiazywacd te zadania czy nie rozwigzywacé? Wyboér nalezy do Ciebie.

Oproécz zadan autorskich znajdziesz tutaj takze przyklady zadan z matur CKE.
Do kazdego zadania dotaczyliSmy szkic rozwiazania, co umozliwi Ci poréwnanie ze
swoimi wynikami lub znalezienie inspiracji w pokonywaniu trudniejszych zagadnien.
Zbiér zawiera takze zadania, ktére sprawiaja uczniom szczegdlne problemy,
a dotycza m.in. dowoddéw algebraicznych i geometrycznych, a takze: trygonometrii,
planimetrii, geometrii analitycznej i stereometrii. Zadania z wymienionych dziatléw
zajmuja nieco ponad potowe catego zbioru.

W matematyce istnieje pojecie liczby obfitej — jest to liczba, ktérej suma
wszystkich dzielnikéw (ale mniejszych od niej) jest wigksza niz ona sama. Liczba
1008, bedaca liczba obfita, nie tylko podkresla bogactwo materiatu, ale takze
odzwierciedla zas6b wiedzy, ktéra pragniemy poméc Ci przyswoic.

Z zyczeniami cierpliwosci i wytrwatosci

w przygotowaniach do egzaminu oraz sukcesu na maturze
Autorzy



1008 zadan z rozwigzaniami. Przykladowy fragment

I. Liczby rzeczywiste i wyrazenia algebraiczne

Podstawa programowa

Liczby rzeczywiste. Wyrazenia algebraiczne.

Zakres podstawowy. Uczen: Zakres podstawowy. Uczen:

1. wykonuje dziatania (dodawanie, odejmowanie, 1. stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)?,
mnozenie, dzielenie, potegowanie, pierwiastko- (a—b)% a?-b?
wanie, logarytmowanie) w zbiorze liczb rzeczywi- 2. dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jednej
stych; i wielu zmiennych;

2. przeprowadza proste dowody dotyczace podziel- 3. wylacza poza nawias jednomian z sumy algebra-
nosci liczb catkowitych i reszt z dzielenia, np.: icznej;

a. dowdd podzielnosci przez 24 iloczynu czterech 4. mnozy i dzieli wyrazenia wymierne.
kolejnych liczb naturalnych, Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okre-
b. dowdd wiasnosci: jesli liczba przy dzieleniu $lone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
przez 4 daje reszte 3, to nie jest kwadratem 1. dzieli wielomian jednej zmiennej W(X) przez
liczby catkowitej; dwumian postaci X — a;

3. stosuje wlasnosci pierwiastkoéw dowolnego stop- 2. rozktada wielomiany na czynniki metoda wyta-
nia, w tym pierwiastkow stopnia nieparzystego czania wspolnego czynnika przed nawias oraz
z liczb ujemnych; metoda grupowania wyrazow;

4. stosuje zwiazek pierwiastkowania z potggowaniem 3. znajduje pierwiastki catkowite wielomianu
oraz prawa dziatan na potegach i pierwiastkach; o wspotezynnikach catkowitych;

5. stosuje monotoniczno$¢ potggowania, w szczegol- 4.  stosuje podstawowe wilasnoscei trojkata Pasca-
nosci wlasnosci: jeslix<yoraza>1,toa*<a’, la oraz nastgpujace wlasnosci wspotczynnika
za§ gdyx<yilO<a<l,toa*>a; n

6. postuguje si¢ pojeciem przedziatu liczbowego, dwumianowego (symbolu Newtona): ( J =1,
zaznacza przedzialy na osi liczbowej; 0

7. stosuje interpretacje geometryczng i algebraiczna n n n n
wartosil blezwzgle;dnej, rozwigzuje rownania typu: (:J n, [n B J n, (k) (n B k) >
|x + 4| =5;

8. wykorzystuje wlasnosci potggowania i pierwiast- n n n+1
kowania w sytuacjach praktycznych, ( j*’[ j = ( J;

w tym do obliczania procentéw sktadanych, zy- k k+1 k+1
skow z lokat i kosztow kredytow; 5. korzysta ze wzoréw na: a* + b3, a’> — b3, a" - b",

9. stosuje zwiazek logarytmowania z potggowaniem, (@a+bri@-b
postuguje si¢ wzorami na logarytm iloczynu, loga- 6. dodaje i odejmuje wyrazenia wymierne, np.:
rytm ilorazu i logarytm potegi. 1 1 1 1 1 x+1 x-1

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okre- T Tttt ot

i . x+1 x x X X Xx+2 x+1
$lone dla zakresu podstawowego, a ponadto stosuje

wzOr na zamiang¢ podstawy logarytmu.

Dziatania na potegach, pierwiastkach i logarytmach

Zadanie 1.1.

4
1 ,c:ﬂid
24/8 2

1
Dana jest liczba k=2 * oraz liczby a= 48 , b= == Ktérym liczbom

S

sposrdd a, b, ¢, d jest rowna liczba k?

Zadanie 1.2.
Doprowadz nastgpujace wyrazenie do najprostszej postaci:

(l 1) 3ab = a’-b’

Pl N s S s ; gdziea=0,b=0,a+b=0,a-b=0.
b a)a’+b’ a“+b°-ab



I. Liczby rzeczywiste i wyrazenia algebraiczne

Zadanie 1.3.
Usun niewymierno$¢ z mianownika:

a)1+J§ b)1+J§ C)s—sﬁ d)2+4J§
1—\/3 3+\/§ \/7+4 3+3\/§
N 2 D%—l )%@+2
1+\/§+\/§ 3/§+1 & 3/5—3

Zadanie 1.4.

Oblicz warto$¢ wyrazenia \/(1— \/5)2 + \/(2 - \/5)2 :

Zadanie 1.5.

2
Oblicz warto$é wyrazenia (\/3+ 53— JE) .

Zadanie 1.6.
3
Oblicz warto$¢ wyrazenia [(\E +1)2 - (\/§ —1)2] .

Zadanie 1.7.
4 4
Liczba (1+ \/E) —(1— \/E) moze by¢ zapisana postaci a+ bv2, gdzie a, b € Z. Wyznacz b

Zadanie 1.8.
4 4
Liczba (3 + \/g) + (3— \/g) moze by¢ zapisana postaci a+ by5, gdziea,b € Z.Wyznacz a - b.

Zadanie 1.9.

Sprawdz, czy wyrazenie /49— 1245 -

jest liczba naturalna.

\/_

Zadanie 1.10.
Dane s3 liczby rzeczywiste X, y. Wiadomo, ze X +y = 8 1 Xy = 5. Wyznacz warto$¢ wyrazenia:
a) Xy + Xy, b) Xy +xy*.

Zadanie 1.11.
Dane sg liczby rzeczywiste X, Y, takie, ze X —y =4 i Xy = 11. Wyznacz warto$¢ wyrazenia:
a) X’y +xy’,  b) X'y —xy*.

Zadanie 1.12.
Oblicz warto$¢ wyrazenia log ; 2-log, V3. log ; 4.

Zadanie 1.13.
1 log, 81-log, 64
~9log, $/49

Oblicz warto$¢ wyrazenia



Zbior zadan z matematyki

Zadanie 1.14.

log, 64
Dane sg liczby a = (3] oraz b=log,2-log, 3. Oblicz a’.

Zadanie 1.15.
Wiedzac, ze a = log,5 - log, 27, b =2"%° —5"% oblicz a".

Zadanie 1.16.

. ;7 . . log NG
Oblicz warto$¢ wyrazenia 2 % .

Zadanie 1.17.

. oy . . log,81log ;8
Oblicz warto$¢ wyrazenia 2 .

Zadanie 1.18.

1Iog 3-log2
Oblicz warto$¢ wyrazenia 1002 .

Zadanie 1.19.
Oblicz warto$¢ wyrazenia log, 81- |OgJ5 8—log, 49- |Ogﬁ 3.

Zadanie 1.20.
Wiedzac, ze log b =0,75ia>0,a# 1,b> 0, oblicz Iog\/a %/[;T2

Zadanie 1.21.

Ya
=

Wiedzac, ze log,a=4ia>0,a#1,b>0,b+# 1, oblicz log,,

Zadanie 1.22.
log, 6-log,, 625

log, Q/Z—%Io% V108

Oblicz wartos¢ wyrazenia

Zadanie 1.23.
log, 3-log, 48+log,” 4
log,®3+log,16

Oblicz warto$¢ wyrazenia

Zadanie 1.24. [CKE, informator maturalny, zadanie 2. (0-3)]
. B . log, 6 o em
Dane sg liczby a = (Iogﬁ 2)- log,25 i b= m. Oblicz a".

I 5

Zadanie 1.25. [CKE, arkusz probny styczen 2009, zadanie 6. (0-4)]

813

1 1P
Poroéwnaj liczby a° i b?, gdzie a:|:(2—\/§)2 +(2+\/§)2} , b= 2774
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Niniejszy zbidr zadan jest skierowany przede wszystkim do uczniéw, ktérzy maja
duze trudnosci z naukg matematyki. Zbior ten, z zatozenia, ma by¢ wsparciem dla
ucznidw i nauczycieli w procesie nauczania matematyki w szkole ponadpodstawo-
wej. Zawiera on zestaw zadan bazowych, ktére sg odzwierciedleniem wymagan
szczegotowych, zapisanych w podstawie programowej. Dodatkowo pod kazdym
zadaniem bazowym zamieszczono ¢wiczenia, ktére przedstawiajg w réznych aspek-
tach zagadnienia odnoszace sie do tego zadania.

Ten zbiér (wydanie drugie) zostat uzupetniony i obecnie sktada sie z szesciu czesci
(do poprzedniej wersji dodano czesci czwartg, pigtg i szostg).

CZESC PIERWSZA powstata w odpowiedzi na zapotrzebowanie nauczycieli
przygotowujgcych ucznidw, ktérzy majg duze trudnosci z nauka matematyki, do egza-
minu maturalnego w roku 2022 na poziomie podstawowym.



CZESC DRUGA jest utrzymana w tym samym stylu i stanowi uzupetnienie cze-
$ci pierwszej o zadania odpowiadajgce wymaganiom egzaminacyjnym egzaminu ma-
turalnego w latach 2023-2024. W tej czesci rowniez nie uwzgledniono zadan otwar-
tych na dowodzenie. Ze wzgledu na zatozone cele, potozono akcent na zrozumienie
podstawowych poje¢ matematycznych i osiggniecie wysokiej sprawnosci rachunko-
wej. W obu tych czesciach wystepujg hasta: BAZA, baza i éwiczenia. ,Duza” BAZA
wskazuje dziat, ktérego dotyczg zamieszczone w nim zadania, natomiast ,mate” bazy
zawierajg zadania, ktdrych rozwigzanie jest konieczne do opanowania umiejetnosci
podanych w wymaganiach szczegétowych podstawy programowej poziomu podsta-
wowego i dotyczgcych danego dziatu. Dla doskonalenia tych umiejetnosci zamieszczo-
no dodatkowe ¢wiczenia.

CZESC TRZECIA zawiera zadania, ktérych dotychczas nie byto na egzaminie ma-
turalnym. Typy tych zadan wprowadza Informator o egzaminie maturalnym z matema-
tyki od 2023 r. na poziomie podstawowym oraz arkusz pokazowy opublikowany przez
CKE. S3 to zadania typu , prawda — fatsz”, na dobieranie, wyboru wielokrotnego oraz
,»Z luka”. Zamieszczone zadania typu ,,q, poniewaz p” sg dopetnieniem czesci pierwszej
i drugiej w zakresie dowodzenia, gdyz mozna je traktowac jako krétkie dowody.

CzZESC CZWARTA zbioru powstata na podstawie do$wiadczeh w pracy z po-
przednim wydaniem. Zamieszczono tu wiekszg liczbe éwiczen obejmujgcych wybrane
umiejetnosci, zgodne z wymaganiami egzaminacyjnymi egzaminu maturalnego z ma-
tematyki w latach 2023-2024, tak aby cato$é stanowita jeszcze obszerniejszy materiat
potrzebny do efektywnego przygotowania mtodziezy majgcej trudnosci w nauce ma-
tematyki.

CZESC PIATA zawiera zadania, ktdre nie zostaty ujete w wymaganiach egza-
minacyjnych egzaminu maturalnego z matematyki w latach 2023-2024, ale odpowia-
dajg wymaganiom szczegétowym, zawartym w podstawie programowej ksztatcenia
ogolnego dla liceum ogdlnoksztatcgcego, technikum oraz branzowej szkoty Il stopnia,
od roku szkolnego 2024/2025.

W zwigzku ze zmianami w podstawie programowej z matematyki od roku szkolnego
2024/2025, w czesciach |1, I, IV i V wszystkie zadania, ktére wybiegajg poza obowig-
zujgcag podstawe programowg poziomu podstawowego, oznaczono literg R. W czesci
trzeciej tresci zadan zostaty zmienione tak, aby odpowiadaty nowym wymaganiom.

Dodatkowo powstata CZESC SZOSTA zbioru zawierajgca zadania, ktdre nie sg

objete zmieniong podstawg programowa, aczkolwiek sg uzyteczne z punktu widzenia
nauczania innych przedmiotéw oraz ich wykorzystania w zyciu codziennym.
Do zadan zamieszczonych w kazdej z czesci zbioru podano odpowiedzi, tak aby uczen
rozwigzujacy samodzielnie zadania mogt zweryfikowac¢ wynik. Oprécz klasycznego
spisu tresci zamieszczono GPS, ktéry wskazuje, gdzie mozna szukac zadan dotyczgcych
poszczegdlnych haset programowych.

Z zyczeniami wiary we wtasne mozliwosci i powodzenia na maturze
Autorzy



GPS w labiryncie matematyki. Fragment zadan

CZESC PIATA

Zadania uzupelniajace do poprzednich czesci
pod katem wymagan podstawy programowej — od roku 2024,/2025

BAZA (wyrazenia algebraiczne)
1) Oblicz:
a) baza (V/5)'
éwiczenia al) (V3) a2) (v2)' a3) (VT) ad) (VB) as) (VIO)
b) baza (245 )
éwiczenia bl) (3v2)' b2) (23) b3) (5v2) b4) (246)'
b5) (4V8)  b6) (5v6)
o) baza (~25)’
éwiczenia cl) (-3v2)  ¢2) (-543) ¢3) (~4v2)' c4) (-38) c5) (~65)
R d) baza (V2 +1)
éwiczenia dl) (1++5) d2) (V3+2) d3) (VZ+6)
d4) (23 +3)" a5) (343 +2J6)
R e) baza (V3 —1)
éwiczenia el) (VZ-2) e2) (1-v5) e3) (V3 -32)
ed) (~2+3) o5 (-3vZ +2/5)
R f) baza (V2 1)
éwiczenia f1) (/3 -2) 12) (V5 -3) 1) (~4v2 1)
t) (443 - 2v2) 15) (-3J3 6
R g) baza v2 - (2 +v2)
éwiczenia g1) 292 + (1 v2)' g2) 63 — (1 +/3) g3) 28— (2 + 2J3)
gd) 22— (2+3V2) @) 31— 45 — (1+2J5)

[&] Oficyna Edukacyjna * Krzysztof Pazdro



Czesé piata

R 2) Wykonaj wskazane dzialania i zredukuj wyrazy podobne:
a) baza (2z — 1)°
¢wiczenia al) (22 + 1)* a2) (3z —2)° a3) (3z + 2)° ad) (3z—5)° ab) (32 + 5)°
b) baza (27 — y)*
éwiczenia bl) (z + y)* b2) (52 —2y)* b3) (3z + 2y)* b4) (3z — 2y)* b5) (3z + 5y)°
c) baza (—2z — y)*
éwiczenia cl) (—z + y)* c2) (=52 — 2y)* ¢3) (32 + 2y)°
cd) (=32 — 2y)* ¢5) (—3z + 5y)°
d) baza (2 — 2?)*
éwiczenia d1) (5 + 227)° d2) (52° —2)® d3) (32" —2)* d4) (3 — 22%)° d5) (3 + 52?)°
e) baza (22 — 2%)°
éwiczenia el) (52 + 27°)°  e2) (52° — 22)° e3) (32 — 227)°
ed) (3z — 22%)° e5) (32° + 527)°
f) baza (2y* — 2?)°
éwiczenia 1) (527 — 2¢y%)°  2) (3y — 22°)°
g) baza z°— (1 + 2)°
éwiczenia gl) 122 — (1 + 22)° g2) 22° — (2 + 2)° ¢3) 82° — (3 + 22)°
gd) b4z’— (2 + 3z)* g5) 27— (3 + 22)°
h) baza 4° — 2(2 + z)°
éwiczenia h1) —2° + 2(1 + 22)® h2) 2(32)° — 2(1 + 2)* h3) (22)° — 2(2 + 22)°
h4) (—3z)* — (2 + 32)° h5) 2(22)° — 3(1 + 22)°
R 3) Podane wyrazenia zapisz w postaci iloczynu.
a) baza z° + 8

éwiczenia al) z° + 125 a2) 82° + 1 a3) 27z° + 8 ad) 2® + 27 ab) 272° + 1
b) baza z* — 8

éwiczenia bl) z* — 125 b2) 82° — 1 1b3) 272° — 8 bd) 2* — 27 bh) 272° — 1
c) baza z° + 0,125

-L
125

L

c5) 1000 °

éwiczenia cl) o” + 0,001 ¢2) £2°+1 c3) o’ + 0,064 cd) o°
d) baza o* + (v2)'

éwiczenia d1) o + (V7)  d2) (VBz) +1 d3) (V3z) +8
d4) (VZ2)' +27 o) o* + (26)

¢) baza ¢* — (V2

éwiczenia el) o' — (V5) e2) (V3z) -8 e3) (23z) 27
ed) (5v8z) —1 e5) (343z) 1
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Zadania uzupekiajace do poprzednich czesci pod katem wymagan — od roku 2024,/2025

BAZA (wielomiany)
R 4) Wyznacz wszystkie catkowite pierwiastki wielomianu W(a}), jesli:
a) baza W(:z:) =2 — 322 + 2
¢éwiczenia al) W(;z:) =23+ 3z —4 a2) W(a:) =a2® — 4% + 24 a3) W(x) =% 4 42> — 3
ad) W(z) = 2° — Tz + 6 a5) W(z) = 2* — 10z + 3
b) baza W(z) = 2 — 32% + 4z — 2
éwiczenia bl) W(z) = 2° + 32° + 4z + 2
b2) W(z) = 2° —2° — 42 + 4 b3) W(z) = 2° + 62° — 42 — 3
b4) W(’L‘) =t 4+ 62+ 2 —4 b5) W(T) =24+ 32> — 52 — 10
R 5) Wykonaj dzielenie wielomianu W(x) przez wielomian P(Jlﬁ)7 gdy:
a) baza W(z) = 2° — 32> + 47— 2, P(z) = z — 1
¢éwiczenia al) W(I) =z + 52 — 4z — 2, P(x) =x—1
a2) W(z) = 2° + T2 + 42— 2, P(z) = 2 + 1

a3) W(z) = 2° + 132> + 14z + 2, P(z) = z + 1
a4) W(I) = 2% + 102 + 4z — 15, P(x) =z —1
ab) W(z) = 2° — 62 + Tz — 2, P(z) = z — 1

b) baza W(s) = 26° + o — 132 + 6, P(s) = = - 2
¢éwiczenia bl) W(z) = 22° + 42° — 132 — 6, P(z) = z — 2
b2) W($):$3+x27z+2, P(x):x+2

b3) W(z) = 22° + 72® + 42 + 3, P(z) = 2 + 3

b4) W(’L‘) = 4z% — 182 + 17z + 3, P(T) =z —3

b5) W(z) = 32° — 32 + 2 + 7, P(z) = 2 + 1

c) baza W(z) = — 2% + 112% — 11z — 4, P(:c) =z —4

¢éwiczenia cl) W(:L") = —2% + 627 — 62 — 4, P(ZE) =1z —2
2) W(z) = —32° — 2>+ v — 1, P(z) =z + 1

c3) W(z) = —52° + 212 + 23z — 15, P(z) = = — 5
cd) W(z) = —42® — 112? — 42 — 21, P(z) = z + 3
c5) W(z) = —22° — 42 + 7o — 36, P(a) = = + 4

BAZA (rownania dwukwadratowe)
R 6) Rozwiaz réwnanie:
a) baza z* — 92° = 0
éwiczenia al) z' — 2527 = 0 a2) ' = 162 a3) 2! = 1002 ad) z* = 4927
ab) z! = 62527
b) baza z* — 102> + 9 = 0
éwiczenia bl) z* — 52° + 4 =0 b2) z* — 292 + 100 = 0 b3) z* — 262> + 25 = 0
bd) z* — 32> +2=0 b5 z*—62> +8=0
c) baza z* —2z° + 1 =0
éwiczenia cl) ' — 82> + 16 = 0¢c2) 2' —62° + 9 =0 ¢3) 2" —102° + 25 =0
cd) ' + 142° + 49 =0 ¢b) 2 + 122° + 36 = 0
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GPS w labiryncie matematyki. Fragment odpowiedzi

Odpowiedzi do czesci czwartej

cze$é kwoty catkowitej
wydana na poszczegoélne rodzaje produktow

5,4%

15,1%

. ciastka

. masto

D woda mineralna
D wedlina

D ser zOty

. papier toaletowy
. pasta do zebow

Srednia cena produktu to 5,42 zt.

ODPOWIEDZI DO CZESCI PIATEJ]

1) a) baza 55 éwiczenia al) 33 a2) 22 a3) —7J/7 ad4) —16v2 ab) 10410
b) baza 405 éwiczenia bl) 5442  h2) 243  b3) 25072 b4) 486  b5) 102442
b6) 750:/6

c) baza —40/5 éwiczenia cl) —544/2  ¢2) —375/3 c3) —128V2 cd4) —4322
c5) —1080:/5

d) baza 5+/2 + 7 éwiczenia dl) 8/5 +16 d2) 153 +26 d3) 202 + 126
d4) 783 + 135 d5) 297/3 + 2106

e) baza 613 — 10 éwiczenia el) 1442 —20 ¢2) 16 —8J5 e3) 573 — 812
ed) 15v/3 — 26 e5) 1485 — 2342

f) baza —5v2 — 7 éwiczenia f1) —15v/3 — 26 2) —32/5 — 72 f3) —140v2 — 97
f4) —2883 — 304v/2  f5) —135V3 — 87/6

g) baza —13v2 — 20 éwiczenia gl) —3J2 + 7 g2) —10 g3) —52 — 483

g4) —94-90v2 g5) —50v/5 — 30

2) a) baza 82° — 122° + 62 — 1 éwiczenia al) 82° + 122 + 62 + 1

a2) 27z — 542” 4+ 362 — 8 a3) 272 + 542” + 362 + 8

ad) 27z° — 1352” + 225z — 125 ab) 272° + 1352” + 225z + 125

b) baza 8z° — 122y + 6zy*> — y° éwiczenia bl) ¥+ 32%y + 3z + o°
b2) 1252% — 1502y + 60zy® — 8y* b3) 272° + 542’y + 36zy° + 8y*

bd) 272° — 54z%y + 362y — 8y® bb) 272° + 13527y + 225zy” + 125y

c) baza —82° — 12z%y — 6zy* — y* éwiczenia cl) —2® + 32y — 3zy® + o7
¢2) —1253* — 1502°y — 60zy” — 8y ¢3) —272°+ 54z’y — 362y + 8y®

cd) —272° — 54’y — 36zy® — 8y c5) —272® + 1357y — 225zy” + 125¢°

[&] Oficyna Edukacyjna * Krzysztof Pazdro



Maria Medrzycka

207 dowodéw
MATEMATYCZNYCH

w dwodch krokach

format 165 x 235 mm
stron 152
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Szanowny Czytelniku!

Przed Tobg ,,207 dowodéw matematycznych w dwoch krokach”, czyli dowody
latwe, chociaz nie najprostsze. Te dwa kroki moga by¢ roznej dtugosci, ale —
jak to w zadaniach na dowodzenie — zawsze znamy cel, do ktorego idziemy,
czyli odpowiedz do zadania.

Zadania zostaty podzielone na kilka dziatéw tematycznych, a pod kazdym
zadaniem jest zapisany dowdd. Niektore zadania maja wigcej propozycji
rozwiazan, bo chociaz dowod to konsekwentne przedstawienie sposobu ro-
zumowania, to drogi do celu mogg by¢ rdzne.

Niemal potowe tego zbioru stanowia zadania ze ,,100 dowodéw matema-
tycznych w dwoch krokach”. Niektore zadania wykraczaja ponad poziom
podstawowy, a sg to zadania: 27, 79, 80, 81, 82, 83, 99, 100, 102, 103, 159, 160,
161, 147, 198, 199 1 200.

Mam nadziejg, ze ten zbioér pomoze Ci w zrozumieniu przedstawionych
zagadnien, a zapis dowodow bedzie przyjazny.

Autorka



207 dowod6éw matematycznych... Przykladowy fragment

13. Tréjkaty i okregi, czworokaty i okregi

Fakt 13.1. Promien okregu jest prostopadty
do stycznej w punkcie stycznosci.

Fakt 13.2. Twierdzenie o odcinkach 4
stycznych: z punktu P lezacego po-

za okregiem mozna poprowadzi¢

dwie styczne do danego okregu.

Jesli A 1 B s3 réznymi punktami

stycznosci, to |AP‘ = ‘BP’.

Fakt 13.3. Srodek okregu wpisanego w trojkat lezy na przecieciu dwusiecz-
nych katow wewnetrznych trojkata.

Fakt 13.4. Kat wpisany w okrag oparty na $rednicy jest prosty. Przeciw-
prostokatna trojkata wpisanego w okrag jest srednicg okregu.

Fakt 13.5. W trojkacie prostokatnym wysokos¢ poprowadzona z wierzchol-
ka kata prostego jest srednig geometryczng odcinkow, na jakie podzielita
przeciwprostokatng.

Fakt 13.6. Na czworokacie mozna opisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy
sumy miar jego przeciwleglych katow wewngtrznych sg rowne 180°.
Fakt 13.7. W czworokat wypukty mozna wpisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy,
gdy sumy dtugosci jego przeciwlegtych bokow sg réwne.



13. Tréjkaty i okregi, czworokaty i okregi

Stad
\<QAPB| = 180° = |<APT| + |<APT| + |<<BPS| + |<BPS| =

= 2|<<APT| + 2|<BPS|, zatem |<<TPR| + |<<RPS| = 90°, czyli |<TPS| = 90°.
Koniec dowodu.

Dowad 2:

Krok 1. Oznaczamy

|<<ATP| = a i |<<BSP| = f, zatem
|<<APB| = ai |<PTS| =90° - a,
|<<SPB| = Bi|<PST|=90° - B.

Krok 2. Z twierdzenia

o sumie katow w troj-
kacie PTS wynika, ze
|<TPS| = a + B.
Ponadto

|<APB|= o+ (a+ )+ B=2a +2p
i |<<APB| = 180°.

Wynika z tego, ze |<<TPS| = 0,5 |<APB
Koniec dowodu.
Dowdd 3:

Krok 1. Prowadzimy

, czyli [<TPS| = 90°.

styczng wewnetrzng do
danych okrggdéw w pun-
kcie P. Ta styczna
przecina odcinek 7S
w punkcie Q. Powstaja
dwa trojkaty rownora-
mienne P7Q oraz POS
(Fakt 13.2).

Krok 2. Z twierdzenia
o sumie katow w troj-
kacie PTS mamy
2a + 2B = 180°, stad
o+ B =90° czyli |[<TPS| = 90°.
Koniec dowodu.




13. Tréjkaty i okregi, czworokaty i okregi

Stad
\<Iai4PB| = 180° = |<APT| + |<APT| + |<<BPS| + |<BPS| =

= 2|<<APT| + 2|<<BPS|, zatem |[<TPR| + |<<RPS| = 90°, czyli |<TPS| = 90°.
Koniec dowodu.

Dowad 2:

Krok 1. Oznaczamy

|<<ATP| = a i |<<BSP| = f3, zatem
|<<APB| = ai |[<PTS| =90° - a,
|<SPB| = Bi |<PST| = 90° - B.

Krok 2. Z twierdzenia

o sumie katow w troj-
kacie PTS wynika, ze
|<TPS| = a+ p.
Ponadto
|<<APB|= o+ (a+ ) + B=2a +2p
i |[<<APB| = 180°.

Wynika z tego, ze |<<TPS| = 0,5 |<<APB
Koniec dowodu.
Dowadd 3:

Krok 1. Prowadzimy

, czyli |[<TPS| = 90°.

styczng wewngtrzng do
danych okrggdéw w pun-
kcie P. Ta styczna
przecina odcinek 7§
w punkcie Q. Powstaja
dwa trojkaty rownora-
mienne P7TQ oraz POS
(Fakt 13.2).

Krok 2. Z twierdzenia
o sumie katow w troj-
kacie PTS mamy
2a + 2B = 180°, stad
o+ B =90° czyli |[<TPS| = 90°.
Koniec dowodu.
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Wstep

»Matematyczny szlif” powstat z potrzeby chwili — w 2021 r. Centralna Komisja Egzaminacyj-
na opublikowala informator maturalny z matematyki na poziomie podstawowym, w ktorym
pojawity si¢ nowe typy zadan. Egzamin maturalny w nowej formule stanowit dla uczniow
1 nauczycieli wyzwanie, ktére wymagalo pilnej reakcji.

Zainspirowane potrzebami naszych uczniow, stworzylySmy autorskie zadania, odpowiada-
jace nowym wymaganiom egzaminacyjnym. Bazowaty$Smy na przyktadach z informatora, aby
efektywnie wspiera¢ maturzystow w przygotowaniach. Dzigki wspdlnemu wysitkowi powsta-
o 11 zestawéw zadan powtorzeniowych (cze$¢ 1. ksigzki), kazdy w dwoch wersjach, ktore
obecnie — po zaktualizowaniu — obejmujg caty zakres wymagan do egzaminu maturalnego
od roku 2025. Kazdy zestaw zaplanowano na 1 godzing lekcyjna. Pierwsza wersj¢ uczniowie

moga rozwigzywaé wspolnie z nauczycielem, a druga — samodzielnie. Zestawy te moga tez
by¢ przeznaczone na sprawdziany powtorzeniowe, w ramach klasycznego systemu oceniania.

Cze$¢ 2. ksigzki stanowig 3 zestawy zadan sprawdzajacych, takze w dwdch wersjach.
Kazdy zestaw zaplanowano na 2 godziny lekcyjne. Zadania tu zawarte nie wyczerpuja petne-
go zakresu materiatu wymaganego do matury — dotyczg zagadnien mozliwych do omdéwienia
na rok przed egzaminem maturalnym. Polecamy je zatem uczniom klas trzecich licedw i klas
czwartych technikow. Zestaw 3A i 3B zostal skonstruowany na wzér arkusza maturalnego —
moze by¢ Swietnym materialem do organizacji prébnej matury.

Do zadan zamknietych, zawartych w czgsci 1. 1 2., podajemy klucze odpowiedzi, a do zadan
otwartych — przyktadowe schematy oceniania.

Cze$¢ 3. zawiera wymagania egzaminacyjne na poziomie podstawowym, ktore beda obo-
wigzywac¢ uczniow od maja 2025 r.

W podstawie programowej zbiory liczbowe sa oznaczone nastepujaco: N, Z, Q, R. W naszej
ksigzce stosujemy nieco inny zapis: N, Z, Q, R, wzorujac si¢ na arkuszach maturalnych CKE.
Chcemy bowiem oswoi¢ uczniow z oznaczeniami, z jakimi zetkng si¢ na maturze.

Mamy nadziej¢, ze zaproponowane przez nas zadania stang si¢ cennym wsparciem w przy-
gotowaniu do egzaminu maturalnego z matematyki i przyczynia si¢ do sukcesu kazdego ucznia.
Zyczymy owocnej pracy oraz satysfakcji z nauki.

Autorki



Matematyczny szlif. Fragment zadan

Czes$¢ 1. Zestawy zadan powtdrzeniowych

Zestaw 8A. Planimetria

Zadanie 1. (0-1)

W okregu o §rodku w punkcie S zaznaczono katy (zobacz
rysunek).

Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Zaznaczony na rysunku kat oo ma miarg

A. 60° B. 70°

C. 50° D. 40°

Zadanie 2. (0-1)

Czworokat F, jest podobny do czworokata F,. Pole czworokata F| jest réwne 90 cm?, a pole
czworokata F, jest rowne 30 cm?.

Wybierz wlasciwa odpowiedz sposrod podanych.

Skala podobienistwa czworokata F, do czworokata F'| jest rowna

NG) 1

A.3 B.9 C. — D. -
3 3
Zadanie 3. (0-2)
Boki prostokata sg rowne a i b. Bok dlugosci a zwiekszono o 10%, a bok dtugosci » zmniej-
szono o 20%.
Dokoncz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich dokonczenie zdania
bylo prawdziwe.
Pole otrzymanego prostokata

A. jest rowne 1,1ab. B. zmniejszy si¢ o0 12%.  C. jest rowne 0,9ab.
D. zwigkszy si¢ 0 8%. E. zwigkszy si¢ 0 10%.  F. jest réwne 0,88ab.

Zadanie 4. (0-1)

Tréjkat ABC o bokach dtugoscei 3, 8, 7 jest podobny do trojkata DEF. Pole trojkata DEF jest
cztery razy wigksze od pola trojkata ABC.

Uzupelnij zdanie. Wpisz odpowiednie wyrazenie w wykropkowanym miejscu, tak aby
zdanie bylo prawdziwe.

Obwdd trojkata DEF jesttOwny . . ... ovvv v

Zadanie 5. (0-2)

Dany jest romb o boku dtugosci 8 cm i kacie rozwartym o mierze 120°.

Dokoncz zdania. Wybierz odpowiedz sposrod A—C oraz odpowiedz sposrod D—F.
1. Dtugos¢ krotszej przekatnej tego rombu jest rowna

A.4 cm B. 82 cm C.8cm
2. Pole tego rombu jest rowne
D. 32 cm’ E. 6443 cm? F. 3243 cm?



Zestaw 8A. Planimetria

Zadanie 6. (0-2)
Dane s3 trzy trojkaty (zobacz ry-
sunek).
Dokoncz zdania. Wybierz odpo-
wiedZ sposréd A-D oraz odpo-
wiedz sposréd E-H.
1. Obwod trojkata ADE jest rowny
A. 12 B. 24
C.25 D. 60

2. Pole kota wpisanego w trojkat
o najwigkszym polu jest rowne
E. 20n F. 2n G. 251 H. 4n

Zadanie 7. (0-1)

Punkty 4, B, C, D leza na okregu o $rodku O. Punkty B, O,
C sg wspoétliniowe. Prosta & jest styczna do okregu w punk-
cie 4. Na rysunku zaznaczono katy: a, 3, y, 6. Miara kata «
jest rowna 38° (Zobacz rysunek).

Ocen prawdziwo$é ponizszych zdan. Wybierz P, jesli zda-
nie jest prawdziwe albo F — jesli zdanie jest falszywe.

1. | Miara kata y jest rbwna 76°. P | F

2. | Miara kata f3 jest rowna 142°. P | F

Zadanie 8. (0-1)

W trojkacie ABC diugosci bokow AB i BC sa odpowiednio
rowne 8 cm i 12 cm. Odcinek AD jest srodkowa trojka-
ta ABC, punkty F, E naleza do odcinka AB oraz CF L AB
i DE 1 AB (zobacz rysunek). Pole trojkata ABC jest row-
ne 16 cm?.

Wybierz odpowiedz A albo B oraz jej uzasadnienie 1.,
2. albo 3.

Wysokos¢ DE trojkata ABD jest rowna 2 cm.

1ol jer
A. | Tak, " | |EB| |FB]
_ |BD] _ |BC|

poniewaz | 2. @ = ﬁ =

B. | Nie, |DE| |BD| 1

* | Jer " Jac "7




Matematyczny szlif. Fragment odpowiedzi

Zestaw 8A. Planimetria

2 punkty — zapisanie rownan wynikajacych z tredci zadania:

H B

H
=— oraz —=1.
x+40 3 X

1 punkt — sporzadzenie rysunku oraz zapisanie co najmniej
jednego z réwnan wynikajacych z tre§ci zadania:

L tg30° lub 7 tg45°.
x +40 X
N 60°\  30°
X 40 m
Zestaw 8A. Planimetria
Zadanie 1. 2. 4 5 6. 7 8

36 1.C. | L.B. | 1P A3,

Odpowiedz C. C. 2F | 2G. | 2p

v (MW

Punkty 1 1

Zadanie 9. (0-2)
2 punkty — pelne rozwiazanie; obliczenie pola zacieniowanej figury:

P =P, = Py = (167 —124/3) cm?,

1 punkt — obliczenie pola wycinka kota ODF: P, = 16m cm? lub pola tréjkata DEF:
P = 1243 cm?.

Zadanie 10. (0-3)

3 punkty — pelne rozwigzanie, zapisanie stosunku .
r 23-3 R
R 2
2 punkty — zapisanie promienia R i » w zalezno$ci od
3h
B2’
1 punkt — zapisanie promienia R lub » w zaleznosci od

_ \3h
_\/§+2'

wysokosci h: R =2hir=

wysokosci i: R = 2h lub r

Zadanie 11. (0-4)

4 punkty — petne rozwigzanie, obliczenie obwodu tra- D b C

pezu: 24 + 42 .
3 punkty — podstawienie » = 24 do wzoru na pole tra- .
pezu i obliczenic &, ¢, b: h =4, c =42 " PN
oraz b = 8.
By s a
A a E B
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Wstep

Tryptyk to rodzaj dzieta sztuki, ktore sktada si¢ z trzech czg$ci: centralnego
panelu oraz dwoch bocznych skrzydel. Tryptyki sa najczesciej spotykane w ma-
larstwie, ale moga rowniez wystepowa¢ w innych formach sztuki, takich jak
rzezba czy fotografia.

I taki wlasnie jest nasz zbior: PRZEDMATURALNY TRYPTYK ZADA-
NIOWY. Kazda z trzech czgs$ci jest wazna, ale ta sSrodkowa wydaje si¢ by¢ naj-
wazniejsza. Tryptyk adresujemy do nauczycieli i ich ucznidéw, wspdlnie pracuja-
cych nad przygotowaniem do egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie
rozszerzonym.

Materiat zadaniowy podzielili§my na 17 rozdziatow. Kazdy z nich sktada si¢
z trzech czgsci.

Czes¢ 1., czyli zadania na rozgrzewke, to bardzo typowe zadania, bedace
swego rodzaju wizytowka poziomu rozszerzonego. Kazdy uczen, wyrazajacy
gotowos¢ zdawania matury na poziomie rozszerzonym, powinien sobie pora-
dzi¢ z takimi zadaniami.

Cze$¢ 2., czyli zadania wlasciwe, to nasze typy maturalne. Wedhug nas,
trzech autorow, tego typu zadan mozemy spodziewac si¢ na egzaminie matural-
nym z matematyki na poziomie rozszerzonym.

Czes¢ 3., czyli zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci, to juz cat-
kiem inna historia. Sa to zadania przeznaczone dla uczniéw o bardzo wysokich
kompetencjach matematycznych, dla ,,0limpijczykéw” oraz oséb szczegolnie
zainteresowanych matematyka. Zdecydowanie wykraczaja one poza podstawe
programowa.

Zadania z czgsci 1. naszego TRYPTYKU posiadaja odpowiedzi, czasami
wskazowki do rozwigzan. Zadania z czesci 2. i 3. sg dodatkowo wyposazone
w petne rozwigzania. Moga one stanowi¢ dla Czytelnikow cenne zrodto wska-
zowek 1 inspiracji do samodzielnego odkrywania matematyki i sztuki rozwigzy-
wania zadan.

Mamy nadziejg¢, ze nasz zbidr pomoze kazdemu z Was w osiagni¢ciu wyma-
rzonego sukcesu na maturze — na miar¢ Waszych mozliwosci i wysitku wtozo-
nego w przygotowania. Powodzenia!

Autorzy



Przedmaturalny tryptyk zadaniowy. Zbiér zadan z matematyki. Fragment zadan

2. Wielomiany

Zadania na rozgrzewke

Zadanie 2.1.
Dla jakich wartosci parametrow m 1 n wielomian W okreslony wzorem

W (x) = x* =5x3 +9x? + mx +n

jest podzielny przez trdjmian x2 — x — 2?

Zadanie 2.2.

Wyznacz zbior wszystkich liczb catkowitych nieujemnych spetniajacych nie-
roéwnos¢
x% 4+ 23x < 9x?% +15.

Zadanie 2.3.
Dane jest rownanie (X + ZI.)(mX2 —mx + 2) = 0 o niewiadome;j x.

Przeprowadz dyskusje rozwigzalnosci rownania w zaleznosci od wartosci para-
metru m.

Zadania wiasciwe

Zadanie 2.4.
Wyznacz wszystkie wartosci parametru a, a € R, dla ktorych wielomian

W (x)=(x2-4)(x2 +(a-2)x+1)

ma cztery rézne pierwiastki.

Zadanie 2.5.

Wyznacz wszystkie warto$ci parametrow aib, gdzie a,b € R, dla ktorych wie-
lomian

W (x)=x*+ax?+b

ma trzy pierwiastki x;, X,,x; takie, ze x; = x, = x5 +1.



Zadanie 2.6.
Wielomian W (X) =x3 + ax? + bx + ¢, gdzie a, b, ¢, s3 pewnymi liczbami rze-
czywistymi, ma trzy pierwiastki rzeczywiste, ktore sa kolejnymi wyrazami

pewnego ciggu geometrycznego. Udowodnij, ze b® = cas.

Zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci

Zadanie 2.7.

Wyznacz sume¢ wspotczynnikéw wielomianu
W (X) = (X3 - X+ p)q + ( pXZ — X + 1)r wiedzac, ze p, g 1 r sg trzema liczbami

pierwszymi, ktorych iloczyn rowny jest ich pigciokrotnej sumie oraz p < g <r.

Zadanie 2.8.
Wyznacz zbiér warto$ci parametru m, dla ktorych réwnanie mx3 +1 = (m + 1) X2

o niewiadomej rzeczywistej x, ma trzy rozne rozwigzania.

Zadanie 2.9.
Wyznacz wspbtezynniki wielomianu W (X) = x3 — px? + gx — r tak, aby jego
pierwiastkami byty liczby p, g, r.
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2. Wielomiany

Odpowiedzi i rozwigzania

Zadanie 2.1.
Odpowied?. m=1,n=-14

Zadanie 2.2.
Odpowied?: {0, 1, 3,4, 5}

Zadanie 2.3.

Odpowied::

1 rozwigzanie, gdy m e [0, 8);

2 rozwigzania, gdy m =-1 im = §;

3 rozwigzania, gdy m € (o0, —1) U (-1,0) U (8, + x).

Zadanie 2.4.

Odpowiedz: a € | —o, —Ej U —1, 0 u[4, gj U g,+ooj.
2 2 2 2

Rozwigzanie
Dla kazdej liczby rzeczywistej a liczby —2 1 2 s3 pierwiastkami wielomianu W.
Liczba pierwiastkow wielomianu P (X) = X% + (a — 2) X +1 zalezy od wyrdzni-
ka A=(a—2)2—4=a2—4a
Gdy A > 0, czyli dla a € (-0, 0) U (4, + ) wiclomian P ma dwa rozne pier-
wiastki. Sprawdzimy dla jakich warto$ci parametru a pierwiastkami wielomia-

nu P sg liczby -2 oraz 2.

P(-2)=4-2a+4+1=0=a=

P(2)=4+2a-4+1=0a=-

N~ N

Wobec tego otrzymujemy rozwigzanie

RRENERVN S



Zadanie 2.5.

Odpowied?. a =1ib=01luba=-1ib = %
Rozwigzanie

Niech X, =X, = p.

Wtedy X; = p —1 oraz wielomian mozna zapisa¢ w postaci
W(x) = (x- p)(x- p +1)

Po przeksztatceniu otrzymujemy

W (x)=x3+(-3p+1)x2+(3p2 - 2p)x+ p2(1- p)

Zatem

wIN

3p2-2p=0 [p=0 |P~
a=-3p+1 < Ja=1lubja=-1
— pn2(1— =
b=p*(l-p) (b=0 |, _4
27

Dlaa=11b=0 wielomian W (x) = x® + x> = x?(x + 1) ma pierwiastki
.xl sz :O,X3 :_1

2
Dla a=—1ib=iwielomianW(x):x3—x2+i= X—g X+1 ma
27 27 3 3

L 2 1
pierwiastki x; = x, = 3 X3 =——.

Zadanie 2.6.

Rozwigzanie
Niech liczby p, pd, pg? beda pierwiastkami wielomianu W,
Wtedy W (x) = (x — p)(x— pa)(x — pg?)
Po przeksztatceniu otrzymujemy
W (x) =~ (p+ pq+ pg?)x* +(p%q + p?q? + p*q®)x - pq’
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Wstep
Oddajemy do rak Uczniéw i Nauczycieli ,Typologie zadarh maturalnych”. Jakie sg podstawy takie-
go podejscia do zadan i arkusza maturalnego od 2023 roku? Zacznijmy od poczatku.

W arkuszu egzaminacyjnym jest od 29 do 40 zadan. Znajdujg sie w nim sie zaréwno zadania
zamkniete, jak i otwarte. Arkusz egzaminacyjny nie jest podzielony — tak jak arkusz w formule
2015 — na dwie czesci: z zadaniami zamknietymi i otwartymi. W arkuszu egzaminacyjnym wyste-
puja wigzki zadan lub pojedyncze zadania. Moze ich by¢ co najmniej 13 typow zadan! (do 2022
roku byty tylko 3). Oto wykaz typdw zadan maturalnych na poziomie podstawowym.

1. Zdajacy wybiera jedng odpowiedz sposrad A-D.

2. Zdajacy wybiera jedng odpowiedz sposréd A-C oraz jedno uzasadnienie tej odpowiedzi
sposréd 1.-3. (ale tabelka moze miec rézne rozmiary, np. 2 x 2, 2 x 3).
Zdajacy wybiera dwie odpowiedzi sposréd A-F.
Zdajacy wybiera dwie odpowiedzi sposrod A-G.
Zdajacy wybiera jedng odpowiedz sposrod A-C oraz jedng odpowiedz sposrdd D-F.
Zdajacy wybiera jedng odpowiedz sposrod A-D oraz jedng odpowiedz sposréd E-H.
Zdajacy ocenia prawdziwos¢ zdan (lub dokonczen zdan).
Zdajacy dobiera/przyporzadkowuje/zestawia odpowiedz (spos$réod podanych) do
okre$lonych sytuacji/obiektow/elementow.

9. Zadanie otwarte za 1 punkt — wykropkowane z miejscem do uzupetnienia lub krétkie
zadanie.

10. Zadanie otwarte za 2 punkty.

11. Zadanie otwarte za 3 punkty.

12. Zadanie otwarte za 4 punkty.

13. WIAZKA zadan to zestaw od dwodch do czterech zadan wystepujacych we wspdlnym
kontekscie tematycznym, przy czym kazde z zadan mozna rozwigzaé niezaleznie od
rozwigzania innych zadan w danej wigzce. Wigzka zadan moze sie sktadaé zaréwno
z zadan zamknietych, jak i z zadan otwartych.

Skad zatem wzieto sie wyrazenie co najmniej 13 typéw zadan?

,Zaprezentowane w Informatorze zadania nie wyczerpujg wszystkich typow zadan, ktére
mogg wystgpi¢ w arkuszu egzaminacyjnym.” — i to wiasnie zdanie z Informatora Centralnej Ko-
misji Egzaminacyjnej jest gtbwnym powodem napisania , Typologii zadan maturalnych”.

Nasz zbidr zawiera materiat nauczania matematyki w liceum i w technikum w zakresie pod-
stawowym. Materiat ten jest pouktadany wedtug tresci z podstawy programowej. Kazdy rozdziat
zawiera co najmniej 20 zadan, réznych pod wzgledem typdw. Staralismy sie by¢ tworczy. Utozy-
liSmy réwniez zadania innych typdw. Przyktadem moze byc¢ zadanie typu Rozwigz analogicznie,
czy tez zadanie z kodowang odpowiedzia.

Bardzo nam zalezy, aby , Typologia zadan maturalnych” stata sie baza do ¢wiczen i okazjg do
oswojenia sie z tak duzg réznorodnoscig zadan. W naszym przekonaniu witasnie ta réznorodnosé¢
sprawia, ze matura z matematyki od 2023 jest egzaminem innym i duzo trudniejszym. Dlatego
warto éwiczy¢, trenowac i nabiera¢ doswiadczenia rachunkowego.

Zachecamy Czytelnikdw do uwaznego czytania instrukcji i polecen. BadzZcie czujni i nie daj-
cie sie zaskoczy¢. Niespodzianki znajdziecie juz na poczatku naszego zbioru.

W czerwcu 2024 roku wprowadzono zmiany w podstawie programowej z matematyki. Kilka
zagadnien juz nie obowigzuje. W zwigzku z tym zadania zbudowane na tych tresciach zaznaczy-
liSmy symbolem nozyczek DXJ

Rozwigzywac te zadania, czy nie rozwigzywac? Wybdr zostawiamy Czytelnikom.

Powodzenia!
Zespot autorski

© N o v kW



Typologia zadan maturalnych. Fragment zadan

4. Wartesc bezwzgledna i wtasnosci funkcji

Zadanie 1. (0-1)

Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.
Rownanie |x+4|=0

A. nie ma rozwigzania.

B. ma jedno rozwigzanie réwne 0.

C. ma jedno rozwigzanie bedace liczbg ujemna.

D. ma dwa rozwigzania.

Zadanie 2. (0-1)

Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.
Zaznacz réwnanie, ktdre nie ma rozwigzania:

A. [2x+13|=0 B. [x+5/=5 C. 3x-7|=7 D. —2|x+4|=8
Zadanie 3. (0-2)

Rozwiaz réwnanie 2|5-3x|=14.
Zadanie 4. (0-2)
Rozwigz réwnanie ‘x —2\/3‘ =14.

Zadanie 5. (0-1)

Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Zbiér rozwiazan nieréwnosci |2x + 6| < 10, to:

A.(-8,2)

B. [~8,2]

C. (-0, —8)U(-2, +x)

D. (

—0, —8][-2, +oo)



4. Wartosc bezwzgledna i wtasnosci funkcji

% Zadanie 6. (0-1)
Dokonicz zdanie. Zaznacz wtasciwa odpowiedz sposréd podanych.
Wskaz nierownos¢, ktérej zbiorem rozwiazan jest zbior (—o,2)U(6, +)

A. |x—4|>2 B. [x—2|>4 C. |x+4/>2 D. |x+4|>2

Zadanie 7. (0-1)

Dopasuj nieréwnosci do rysunkéw przedstawiajgcych ich rozwigzania. Uzupetnij
tabelke.

A. |x—3|<2 B.[x+1] >4 Clx+1/<4 D. |x+2/>1
Rysunek 1 Rysunek 5
1 s 1 s
Rysunek 2 Rysunek 6
-5 3 -5 3
Rysunek 3 Rysunek 7
O0—O O0—O0
-3 -1 -3 -1
Rysunek 4 Rysunek 8

- e
ue
[N
(9]

Nieréwnosé A B C D

Rysunek

Zadanie 8.

Oblicz wartosé:

Zadanie 8.1. (0-1)

Zadanie 8.3. (0-1)
[1-243|-[V3-4|+[313+9] =



Typologia zadan maturalnych. Fragment odpowiedzi

Rozdziat 3. Wyrazenia algebraiczne

1.A 2.C 3.A 4D 5A 6.AE 7.AH 8.AE 9.PFF 10.PF 11.PF
12.83 13.-5x 14.-7 15.AG 16.1D, 2C, 3B, 4A 17.DE
18. zadanie przez analogie  19. (4x + 5y)(16x” — 20xy + 25y?)
20.AC 21.CF 22.dowéd 23. (2x — 6y)(2x + 6y)
1+43

2

28. 211218

24.8x? —8x 25.13-4y/3 26.a)16+8V2 b)216 27.

Rozdziat 4. Wartos¢ bezwzgledna i wtasnosci funkcji

1.C 2.D 3.—%,4 4.8 -8+45 5B 6.A

7.

nieréwnosc¢ A B C D

rysunek 8 2 6 3

8.1.71-3,14 82.V5-2 83.6V3 9. |x-7]

10.a.x>-3 b.x>-4 c.x<2

11.a) G, | b)D,F 12.rys.1-C rys.2-B rys3.-| rys4.-H

13.B 14.1. <—3, 7) 14.2. (-10, 7> 15.1. (—1, 6> 15.2. (—4, 3> 16. FFP
17.1.x € {-3,1} U (4,6) 17.2.x € (-6,~4) U (-2,0) 173.x  (1,6) U {-3}
18.D 19.1.B 19.2. PFPP

20.1.

X 0 1 2 3 4 10

(€]
[e)]
~N
(o]
Vo]

fx) o 1] 2|34 |0 1]|2]3]|4]|0

20.2. nieskoniczenie wiele 21.B,D

22.1.f(4) = 2,f(-1) =5,f(0) =5, f(1024) =10 22.2. x € {-2, 1, 16}
23.1.f(-1) =1,f(1,5) =1, f(5,(9)) =-1,f(100) =-1 23.2.xe (2,6) 23.3.wykres
24.1. (-4, 2), (6,9) 24.2.(-6,-2)

Rozdziat 5. Funkcja liniowa

1.C 2.B 3.x>3 4.7 5.AE 6.FPF 7.AH 8.FP 9.[-8,10]
10. dowéd 11.FF 12.FPPP 13.A2 14.D 15.D

16.a) /5 b) /15 ¢)tak 17.BCE
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Wstep

Podczas nauki matematyki uczniowie czesto korzystaja z tzw. tablic matural-
nych, czyli ,Wybranych wzoréw matematycznych” opracowanych przez Centralng
Komisje Egzaminacyjng. Wielu uczniéow, a w szczegdlnosci maturzystéw, podczas
wprowadzania réznych zagadnien matematycznych pyta mnie: ,czy to jest w tabli-
cach maturalnych?”.

Jesli okazuje sie, ze jest, to widze w ich oczach spokoj, ale jesli odpowiadam,
Ze nie ma, to widze pewne przerazenie, szczegdlnie kiedy podkreslam, ze to bardzo
wazne zagadnienie maturalne. Wtedy uczniowie znowu pytaja: ,czy moge im podaé
te wazne rzeczy, ktérych nie ma w tablicach maturalnych, a ktére sg szczegélnie
wazne i czesto bywaja na maturze?”.

Ksigzka ,Porady i wskazéwki, ktérych nie ma w tablicach maturalnych” jest
wtasnie odpowiedzia na takie pytania, kierowang zwtaszcza do maturzystéw, aby
mogli lepiej przygotowac sie do egzaminu. Powstata ona na podstawie mojego wie-
loletniego doswiadczenia w nauczaniu matematyki, jak réwniez wieloletniego do-
$Swiadczenia w sprawdzaniu prac maturalnych (jako egzaminatora i weryfikatora).
Ksigzka zawiera bardzo przydatne porady i wskazéwki - i co wazne - wraz z przy-
ktadami ich zastosowania. Kazdy maturzysta powinien je zna¢ i umie¢ zastosowac,
jednak wiemy (mysle, Ze zgodza sie tu ze mng roéwniez inni nauczyciele), Ze spora
cze$¢ ucznidw ich nie pamieta, a nawet niektdrych nie zna. Wskazéwki podzielone
sg tematycznie, aby fatwiej byto znaleZ¢ potrzeba porade i przyktad.

W ksigzce uwzgledniono wymagania na mature 2023!

A zatem zachecam do poczytania ,Porad i wskazéwek..”

i owocnej pracy, a przede wszystkim powodzenia na maturze!

)

, ZyCz¢ przyjemnej

dr Tomasz Grebski



Porady i wskazéwki. Przykladowy fragment
VI. Planimetria

WSKAZOWKA 82. LICZBA PRZEKATNYCH W WIELOKACIE

Wzér na liczbe przekatnych p w wielokacie wypuktym o 7 wierzchotkach (7 bokach):

n(n-3)

P=—75
2

Przyklad 1.
Oblicz liczbe przekatnych w trzynastokacie wypuktym.
Rozwigzanie:
Wykorzystamy wzor dla n =13

e n(n-3) 13(13-3)

=65.
2 2
Przyklad 2.
Czy istnieje wielokat wypukty, ktory ma 50 przekatnych?
Rozwigzanie:

-3
Wykorzystamy wzor p = % dlap =50

£ n(n-3)
2
100 = n(n - 3)
n*—3n-100=0
A =409, czyli JA jest liczba niewymierng, wigc powyzsze rownanie nie ma naturalnych

/-2

rozwigzan. Zatem wielokat o 50 przekatnych nie istnieje.

WSKAZOWKA 83. SUMA KATOW WEWNETRZNYCH WIELOKATA

Wz6r na sume katoéw wewnetrznych S wielokata wypuktego o n wierzchotkach (1 bokach):
S=(n-2)-180°

Przyklad 1.
Oblicz sume katoéw wewnetrznych osiemnastokata wypuktego.
Rozwigzanie:

n =18 zatem

S=(18-2) - 180° = 2880°.

Przyklad 2.
Suma katéw wewnetrznych pewnego wielokata wypuklego wynosi 2340°. Ile bokow ma ten
wielokat?
Rozwigzanie:
2340 =(n—2) - 180° /: 180°
13=n-2, czylin=15.



Porady i wskazowki, ktdrych nie ma w tablicach maturalnych

WSKAZOWKA 84. MIARA KATA WEWNETRZNEGO WIELOKATA FOREMNEGO
Wz6r na miarg kgta wewnetrznego wielokata foremnego o n wierzchotkach (1 bokach):
(n - 2) -180°

n

o =

Przyklad
Wyznacz miarg kata wewnetrznego wielokata foremnego, ktéry ma 15 wierzchotkow.

Rozwigzanie:
(n—Z)-180° B (15 - 2) -180° _2340°
n - 15 15

= 156°

o =

WSKAZOWKA 85. SUMA KATOW ZEWNETRZNYCH WIELOKATA
Suma katow zewnetrznych dowolnego wielokata wypuktego wynosi zawsze 720°.

Przyklad

Udowodnij powyzsze twierdzenie.

Rozwigzanie:

Zalozmy, ze mamy n wierzcholkow, czyli suma wszystkich katéw pelnych wynosi n - 360°.
Oznaczmy przez X sumg katéw zewnetrznych wielokata.

(ka}t zewnetrzny to kat przylegly do kata wewnetrznego — na rys. to kat ¢)

n-360°=X+2-8, gdzie S=(n-2)- 180°
Podstawiamy za S

n-360°=X+2-(n-2)-180°

n-360°=X+n-360°—-720°

Zatem
X=T20°.



Planimetria

 WSKAZOWKA 86. TROJKAT ROWNOBOCZNY 1 OKRAG
Trojkat rownoboczny oraz okrgg wpisany w niego i opisany na nim.

Przyklad 1.
Oblicz pole trojkata rdwnobocznego jezeli promien okrggu opisanego na tym trojkacie
wynosi 6v/3 .
Rozwiqgzanie:
2
-
4
R=6V3

Wiemy, ze

3

R=gh oraz h=a—,zatem
3 2

o2 a3 _af3
3 2 3
@:5\5
3
Stad
a=18
Zatem
2
P, = @ =813,
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Zadna nauka nie wzmacnia tak wiary w potege umystu ludzkiego
jak matematyka.

Hugo Steinhaus

Biorac do reki ten wybor zadan, mozna zadac sobie pytanie: ,Skad ten ty-
tut? Dlaczego zadania na 6?”. Moze dlatego, Ze 6 jest liczbg doskonatg, taka, ktéra jest
rowna sumie wszystkich swoich dzielnikéw, za wyjatkiem ostatniego (same;j liczby).
Nastepnymi liczbami doskonatymi sg: 28, 496, 8128, 33550336, .... Obok liczb dosko-
natych jest jeszcze wiele innych liczb o ciekawych wtasno$ciach: liczby Fibonacciego,
Catalana itd. Ta paralela (réwnieZ podczas rozwigzywania zadan) moze by¢ podstawa
do zaproponowania uczniom projektu jako metody nauczania. Takg mozliwos¢ eks-
ponuja wplecione w zbidr cztery artykuty.

Nauczyciele powinni dostarcza¢ swoim najlepszym uczniom interesujacych
i trudnych zadan, ktére pomoga im wciaz dostrzega¢ magie w matematyce. Zada-
nia zamieszczone w tym zbiorze sa rozwiazane, ale sg to tylko przyktady prawi-
dtowych rozwigzan. Matematyka, jak zaden inny przedmiot, ma wyjatkowa ceche:
umozliwia indywidualng sprawczo$¢ - wiekszo$¢ zadan mozna bowiem rozwiagzac
na wiele sposob6éw. Dodatkowo, dzieki tej wtasnosci, jesli tylko matematyce na to
pozwolimy, uczyni z nas matematycznych odkrywcdéw; nas - nauczyciela i ucznia.

Zachecam Was, drodzy Czytelnicy, do podjecia samodzielnej préby znale-
zienia wiasnych metod rozwigzania. Nie zniechecajcie sie, jesli za pierwszym razem
rozwigzecie samodzielnie niewiele zadan z tej ksigzki. Zadania maja by¢ trudne, a
niektdre problemy beda wymaga¢ od Was wielokrotnego, uwaznego czytania i wielu
prob ich rozwigzan, nawet w ciggu kilku miesiecy. Zalecam czytanie rozwigzan, nawet
jesli zadanie zostanie rozwigzane poprawnie. Czytanie tekstu rozwigzania tez jest na-
uka. Sledzac metode rozwiktania matematycznego problemu, mozecie znalezé inng
strategie niz ta, ktérej uzyliscie do rozwigzania danego zadania i ktéra bedzie przy-
datna w innym poleceniu. Zdarzy sie tez tak, ze uzyskacie bardziej wysmakowane i
btyskotliwe rozwigzania, niz te przedstawione przez autora.

W niektorych rozwigzaniach pojawiaja sie obliczenia wykonane z zastoso-
waniem CAS GeoGebry. Jest to zabieg celowy, pokazujacy, Ze nie trzeba traci¢ cza-
su na zmudne rachunki. Wiele wykreséw (jesli nie byty gtdbwnym celem zadania)
wykonatem tez w GeoGebrze: sg precyzyjne i estetyczne. W tym miejscu wspomne
jeszcze o mozliwoSci zmieniania zadan cho¢by poprzez zmiane danych lub pew-
nych warunkéw. Zapewniam, ze GeoGebra jest niezastagpiona w szybkim sprawdza-
niu mozliwo$ci rozwigzania.

Chciatbym, aby - dzieki tej ksigzce - nauczyciele umieli wykorzysta¢ drzemia-
cy w nich dydaktyczny entzjazm mentora, a ich uczniowie - by poczuli sprawcza moc
swego intelektu. Pozwolcie zatem, Ze zabiore Was w $wiat matematycznej magii...

Autor



Zbiér zadan na 6. Przykladowy fragment

Wykaz, ze w dowolnym trojkacie dhlugos¢ kazdego boku jest wiek-
sza niz réznica dtugosci dwoch pozostatych bokow.

Rozwigzanie

Zatozenie

a=b=c.
Teza

a>h—-c

b>a-c

c>a-—>b
Dowéd

1) Pierwsza nieréwnos¢ tezy jest natychmiastowa; jesli a > b1 a > c,
to a jest wicksze od ich roznicy: a > b —c.

2) Aby wykaza¢ pozostale nierownosci tezy, wykorzystamy fakt, ze
w kazdym trojkacie dlugo$¢ dowolnego boku jest mniejsza niz suma
dtugosci dwoch pozostatych. Mamy zatem:

b+c>a.
Odejmujac ¢ od obu stron tej nierownosci, otrzymujemy:

[ 4

Matematyka w liceum i technikum. Zbiér zadan na 6

b+tc—-c>a—-c—=b>a—c.
Podobnie, odejmujac b, otrzymujemy:

b+c—b>a—-b—=c>a—0b.

Wyznacz reszte z dzielenia x'° — 4x* +5x + 6
¢ przez x° — 2x° — x + 2.

Rozwigzanie

Dzielnikiem jest wielomian stopnia trzeciego, zatem reszta moze by¢
co najwyzej trojmianem kwadratowym ax’ + bx + c. Jesli ilorazem jest

Q(x), to
X% — 4% +5x +6 = (x* — 2x* — x +2)Q(x) + ax* + bx + .
Rozktadajac wielomian x* — 2x° — x + 2 na czynniki, otrzymujemy:

(x3—2x2)—(x—2)=xz(x—Z)—(x—Z)=(x—2)(x—1)(x+l).



Podstawiajac kolejno x = 2, 1, —1,otrzymujemy rownania:
2% —4-2%+5-2+6=16=4a+2b+c,
1'°-4-1"+5-1+6=8=a+b+c,
(-1 —4-(-1)*+5-(-1)+6=-2=a-b+c.

Rozwigzanie zadania otrzymamy, rozwiazujac uktad rownan:
4da+2b+c=16

a+b+c=38
a—-b+c=-2

4a+2b+c=16
—>4a+2b+c=16

at+tb+c=8

—>a+b+c=8

7= (g [ = =

—>a-b+tc=-2
{$1, $2, $3}
Rozwiaz {{a=1,b=5,c=2}}

Odpowiedz
Resztg z dzielenia
¥ —4x"® +5x+6 przez x’ —2x"—x+2 jest x +5x+2.

3 Zbadaj liczbe rozwigzan uktadu

[
ax+2y=a
8x +ay = 2a

w zalezno$ci od parametru a.

Rozwigzanie

Obliczmy wyznaczniki W, W, W,

RA P EL



a 2 )
W = =a —16,
8 a
a 2 )
W, = =a’ —4a,
2a a
a a 5
W, = =2a” —8a.
Y18 2a

Rozpatrzmy teraz poszczeg6lne przypadki.
1° Jedno rozwiazanie < W = 0, czyli a® —16 = 0.
Po przeksztatceniu, otrzymujemy:
(a+4)(a—4)20< a=—4ia=4, czyliaeR\{-4 4}

Wyznaczmy to rozwigzanie.

X_M_a2—4a_ a(a—4)  a
. w a'-16 (a+4)(a—4) a+4’
) Wy 2a’-8a  2a(a—-4) _ 2a

"W a—-16 (a+4)(a-4) a+4
2° Nieskonczenie wiele rozwigzaf <W =0 i W, =0, i W, =0
a*—16=0ia*—4a=0,i24>—-8a=0
ac{-4,4tiae{0,4},iaci04}
Dla a = 4 uktad ma nieskonczenie wiele rozwigzan.
3° Brak rozwigzan < W =0 i (WX #0 lub W, = O)

W =0 dla a =—4; dla tego a zerem nie jest IV, i zerem nie jest ..

Odpowiedz
Uktad rownan:
) . ) a . 2a
¢ ma jedno rozwigzanie Xx=—— | y=—— dla ae R\ {—4, 4};
at+4 at+4

+ ma nieskonczenie wiele rozwigzan dla a = 4;

¢ nie marozwigzan dla a = —4.

Matematyka w liceum i technikum. Zbiér zadan na 6
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WSTEP

W roku szkolnym 2021/2022 na OpolszczyZnie odbyty sie LIV zawody Matej
Olimpiady Matematycznej. Jest to jeden z najdtuzej istniejacych regionalnych
konkurséw matematycznych dla mtodziezy szk6t ponadpodstawowych w Polsce.
Pierwsze zawody odbyly sie w roku szkolnym 1967/1968. Zawody te od samego
poczatku majg formute zawoddéw druzynowych oraz indywidualnych. Do roku
szkolnego 1977/1978 w zawodach uczestniczyli uczniowie tylko drugich klas
szkét ponadpodstawowych. W latach 1978/197911979/1980 w druzynie szkolnej
byt réwniez jeden uczen klasy pierwszej. Od roku szkolnego 1980/1981 druzyna
szkolna sktada sie z czterech uczniéw dowolnej klasy.

Organizatorem Matej Olimpiady Matematycznej jest Kuratorium O$wiaty
w Opolu. Zadania od 1 do XXXV (2001/2002) Matej Olimpiady Matematycznej
opracowywat zmarty w tym roku Pan Stanistaw Zielen. To wielce zastuzona postac
dla opolskiej o$wiaty - nauczyciel, metodyk i doradca, autor podrecznikéw do
nauczania matematyki w szkotach $rednich oraz réznorodnych zbioréw zadan. Od
XXXVI Matej Olimpiady Matematycznej za zadania jest odpowiedzialna Komisja
Konkursowa powotywana przez Kuratorium Oswiaty w Opolu.

Zamieszczone zadania, oprocz waloréw historycznych, moga by¢ $Swietng
pomoca w przygotowaniu sie do wudziatu w réznorodnych konkursach
matematycznych. Zadania te réwniez moga by¢ pomocne dla maturzystow
przygotowujacych sie do matury z matematyki na poziomie rozszerzonym. Do
wszystkich zadan dotaczone s3 rozwigzania.

Dziekuje wszystkim, ktérzy mnie zachecali do opracowania tego bogatego
materiatu. Szczegélnie dziekuje Panu Dyrektorowi Mariuszowi Maczynskiemu
z Oficyny Pazdro oraz redaktorowi tego wydawnictwa - Panu Doktorowi Tomaszowi
Szwedowi. Dziekuje réwniez mojej Zonie, ze cierpliwie i ze zrozumieniem znosi
moje zaangazowanie w zadania matematyczne.

Ryszard Pagacz

Spis tresci tomu 1. Spis tresci tomu 2.

Wstep. .. ... oo 4 Wstep ..o 4
1. Liczby. . .................. 5 1. Planimetria...................... 5
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5.Cagi................... 211
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7. Kombinatoryka i rachunek

prawdopodobienistwa. . . . . . .. 293

8. Granica i ciagto$¢ oraz pochodna. . 323
9. Zadaniarézne. . ... ........ 339



Tom1. ALGEBRA. Przyktadowy fragment

4. Funkcje 1 wielomiany

[[ 7adanie 4.1. [1980/1981, zawody szkolne]
Funkcja f ma nastepujaca wlasnos$¢: dla kazdej liczby rzeczywistej X,

f (X + %) = f(x)oraz f(0)=1, f(0,5) = 2. Wyznaczy¢ wartosci tej fun-

keji dla x :l, g, 5,1,13,2.
3363
Rozwiazanie
¢(L)- ¢ 0+1j:f(o):1
3 3
A 1+1)=f(1j=1
3 33 3
(2= 1 1+1j=f(1j=2
6 273 2
f(1):f(g+1j:f(gJ:1
373 3
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[[ 7adanie 4.2. [1980/1981, zawody szkolne]
Naszkicowa¢ wykres funkcji f, ktora kazdej liczbie rzeczywistej m przypo-
rzagdkowuje liczbe pierwiastkow rownania (m + 1)2 X2 —4x+1=0.

Rozwiazanie
Dla m = -1 jedno rozwigzanie.

A=16-4(m +1) =4(4—(m +1)2) = 4(3-m)(5+m).



Zadania z Malej Olimpiady Matematycznej

Dla m e {-5, 3} jedno rozwigzanie.
Dla m e (-5, —1) U (-1, 3) dwa rozwigzania.

Dla m e (-0, —5)U(3, + ) nie ma rozwiazania, czyli zero rozwiazan.

A
o 2 o
. ° 1+ °
5 4 3 2 4 o 1 2 3 4 5 X

Zadanie 4.3. [1980/1981, klasa 2, zawody woj.]

Wykazaé, ze zbor wartosci wielomianu
W(X, y) = (xy - 2)2 + 2(xy — 1) + x2 —1 sktada sie ze wszystkich liczb do-
datnich.
Rozwiazanie

w(xy) = (xy)2 —A4Xy +44+2xy -2+ X2 -1=

= (xy)2 —2xy +1+x2 =(xy —1)2 + X2,
Zatem w(x,y)>0.
Czy moze by¢ w(X,y)=07?
Tak bytoby, gdyby jednocze$nie Xy =11 X =0, a to jest niemozliwe.
Zatem w(x,y)>0.

Musimy jeszcze wykazaé, ze kazda liczba dodatnia jest wartoscig wielomianu W.

2
2
Dla kazdej liczby dodatniej t mamy: W(\/f : i) = (\/f . it - lj + (\/f ) =t

&) R

Zatem udowodnili$my, Ze zbiorem warto$ci wielomianu W(X, y) jest prze-

dziat (0, + o).

[0 7adanie 4.4. [1981/1982, klasa 2, zawody szkolne]

Wiadomo, ze wielomian X® — 6X +a w ma pierwiastek podwojny.
Znalez¢ pierwiastek 1 liczbe a.



4. Funkcje i wielomiany

Rozwiazanie
Niech b bedzie pierwiastkiem dwukrotnym. Wtedy

x3—6x+a:(x—b)2(x—c)
Po przeksztalceniu otrzymujemy
X2 —6x+a=x3—(2b+c)x? +(2bc+b2)x—cb2

Wiedy

2b+c=0 c=-2b |a=4/2 a=-42
b2+2bc=-6<b2=2 <{b=+2 lub{b=-2
—ch? = a a=2b? c=-22 c=242

Latwo sprawdzié, ze J2 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu
x3 — 6X + 4+/2, natomiast —/2 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu
X3 — 6X — 44/2 .

Odp. a = 42 i pierwiastkiem podwdjnym jest V2.

a=-4J2 i pierwiastkiem podwdjnym jest 2.

[l sposob

Niech P(x)=x%®-6x+a.

Witedy P’(X) = 3x? — 6. Pierwiastkiem dwukrotnymi mogg by¢ liczby:
V2 lub -2 .

Wiedy, gdy P(v2) =0, to (ﬁ)3 —6J2+a=0,czyli a=4/2.

Mozna zauwazy¢, ze V2 nie jest pierwiastkiem trzykrotnym.

Liczba —/2 jest pierwiastkiem dwukrotnym dla a = 442

[0 Zadanie 4.5. [1981/1982, klasa 2, zawody szkolne]
Naszkicowa¢ wykresy funkcji:

y :%(x2 —x)+%|x2 —X| oraz y :%(x2 —x)—%|x2 -x.

Rozwiazanie
1 1 X2 —x, dlax? - x>0
==(x2=X)+=[x2 — x| =
n 2( ) 2| | {o, dlax? —x <0



Tom 2. GEOMETRIA. Przyktadowy fragment

2. Stereometria

Zadanie 2.1. [1980/1981, klasa 3, zawody woj.]
Rozstrzygna¢, czy czworo$cian foremny o krawedzi, ktorej dtugo§¢ wynosi 2

moze zwiera¢ si¢ w prostopadioscianie o wymiarach: 2, 2, \/E .

Rozwiazanie
Tak. H G

W szescian ABCDEFGH o boku ER

dtugosci J2 miesci si¢ czworo- N

-

Scian foremny o boku 2. v
Sze$cian o boku dlugosci J2 N
miesci si¢ w prostopadioscianie ?L’:
o bokach dlugosci 2, 2, \/E -7 TS

[ 7adanie 2.2. [1983/1984, klasa 3, zawody woj.]

Przez $rodek cigzkosci $ciany czworo$cianu foremnego poprowadzono plasz-
czyzneg rownolegla do dwoch skosnych krawedzi. Obliczy¢ pole przekroju
tego czworo$cianu dang ptaszczyzna, jezeli dtugos$¢ krawedzi czworo$cianu
jest rowna 1. D

Rozwiazanie /
Niech punkt G bedzie punkt przecigcia §rod- / R
kowych BF 1 CE w trojkacie ABC. Punkt !
ten jest srodkiem cig¢zkos$ci $ciany ABC !
czworo$cianu ABCD (zobacz rysunek). e
Plaszczyzna rownolegta do krawedzi BD / R
1 AC przecina krawedzie AB, BC, CD, S s « Q
AD w punktach odpowiednio P, Q, R, S. JENL
Wtedy 2
PQJ| ACiRS ||AC = PQ|| RS S ) R

PS||BDiQR | BD = PS || QR A P B




Zadania z Matej Olimpiady Matematycznej

Zatem czworokat PQRS jest rownolegtobokiem.

2
PQ| = £|AC|= £
Po| = 2jac|

Ps| = Z|sp| =1

3 3
PS|BDiPQ|ACiBD L AC = PS L PQ
Zatem PQRS jest prostokatem.

. .2
Pole przekroju rowna si¢ 9"

Zadanie 2.3. [1985/1986, klasa 3, zawody szkolne]

W jakim stosunku przecinaja si¢ wysokosci w czworo$cianie foremnym?

Rozwiazanie
Niech AA;, DD, beda wysokoscia-
mi czworos$cianu ABCD o krawe-
dzi dtugosci a.

Wtedy
|AFFﬂBGF4CEFﬂDF|:Eﬁ§
[FD| = —IAFI IFAll
|AD| = —IAFI = [DA

de=|DH?JQFF=

:\/ﬁaz _3 . :\/Eaz _3 . :\/ﬁaz _ave B

4 36 4 36 36 3
Trojkaty DDF 1 DSA sa podobne. Zatem
IDS|  |DF|
ENNG

Wykorzystujac, ze |SA&| = |SD1| otrzymujemy



2. Stereometria

a3

__2 _
SO av3
6

3=3
1

Punkt przecigcia wysokos$ci dzieli je w stosunku 3 : 1.

Zadanie 2.4. [1986/1987, klasa 4, zawody szkolne]

Proste rownolegte a i b sg zawarte w jednej potprzestrzeni otwartej wyzna-
czonej przez ptaszczyzne P. Wyznaczy¢ na plaszczyznie P taka prosta p, aby
plaszczyzny: pl.(a, p) i pi.(b, p) tworzyty z ptaszczyzna P katy dwuscienne
przystajace.

Rozwiazanie
Niech a’ bedzie prostg symetryczng do prostej a wzgledem plaszczyzny P.

Prosta p jest krawedzig przeciecia plaszczyzny P i ptaszczyzny zawierajace]
proste @’ i b,
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Publikacja ,,Matematyka. Twierdzenia i dowody. Zadania z rozwigzaniami
do liceéw i technikéw” jest zgodna z podstawa programowa MEN, ktéra obo-
wigzuje w tych szkotach od wrzeénia 2019 roku (rozporzadzenie MEN z dnia 30
stycznia 2018 roku w sprawie podstawy programowej ksztalcenia ogolnego dla
liceum ogdlnoksztatcacego, technikum oraz branzowej szkoty Il stopnia, DzU
2018, poz. 467). ZamiesciliSmy w niej dowody wszystkich twierdzen matema-
tycznych wymienionych w tym rozporzadzeniu. Bardzo czgsto dowody poka-
zujemy w kilku wariantach. Mamy nadzieje¢, ze kazdy uczen odnajdzie sposob
przeprowadzenia dowodu wlasciwy dla siebie i swoich umiejgtnosci.

Zachecamy do korzystania z tej ksigzki zarowno uczniow, jak i nauczycieli, nie-
koniecznie zwigzanych znowym liceum i technikum. Polecamy jg wszystkim
zainteresowanym matematyka. Dla nauczycieli matematyki czytanie i dogigbna
analiza dowodow oraz rozwiazywanie zalagczonych zadan na dowodzenie bedzie
okazja do doskonalenia swojego warsztatu pracy oraz poszerzenia mozliwosci
rozwiazywania trudnych zadan. Prezentowany material pozwoli uczniom lepiej
zrozumie¢ matematyke i solidniej przygotowaé si¢ do studiowania jej na wyz-
szym etapie edukacyjnym.

Podsumowujac, ksigzka ,,Twierdzenia i dowody...” to:

* zestaw najwazniejszych twierdzen matematyki w liceum i technikum wraz
z dowodami,

* mozliwos¢ przesledzenia réznych sposoboéw dowodzenia twierdzen,
* inspiracja dla ucznia do samodzielnego dowodzenia twierdzen,

« wsparcie metodyczne dla nauczyciela w trudnej sztuce nauczania dowodze-
nia,

* bogate zrédlo trudnych i oryginalnych zadan dla ucznia wraz z rozwiazania-
mi

2
» znakomity material do ksztaltowania umiejetnosci rozumowania i myslenia
matematycznego,

» wsparcie realizacji podstawy programowej z matematyki,

* skuteczne przygotowanie uczniow do egzaminu maturalnego, rowniez od
2023 roku.

Zyczymy naszym Czytelnikom dobrej i tworczej pracy.

Autorzy



Twierdzenia i dowody. Przykladowy fragment

1.9. TWIERDZENIE 0 DWUSIECZNE)

Podstawa programowa

9. Twierdzenie o dwusiecznej:

Jesli prosta CD jest dwusieczng kgta ACB w tréjkgcie ABC i punkt D

) |AD| |AC]|
lezy na boku AB, to —— = +—.
|BD|  |BC|

Twierdzenie to mozemy zapisa¢ rowniez w postaci:

Twierdzenie P9.1.

Dwusieczna kata wewnetrznego w trojkacie dzieli przeciwlegly bok na odcinki
proporcjonalnie do bokéw przyleglych.

C

4 /D B
Przy przyjetych oznaczeniach tre$¢ twierdzenia wyraza proporcja:

|AD|  |AC]
\DB|  |BC|



1.9. Twierdzenie o dwusiecznej

Dowadd 1.

a [

Zaktadamy, ze |AC| = |BC|. W przypadku, gdy |AC| =|BC| tréjkat ABC jest
réwnoramienny, wtedy |AD| = |DB| i teza jest oczywista.

Z punktu 4 prowadzimy prosta prostopadta do dwusiecznej CD. Prosta ta przeci-
na dwusieczng w punkcie O, natomiast prostg BC w punkcie B’.

Poniewaz w trojkacie 4B°C dwusieczna jest prostopadia do podstawy AB’, wigc
trojkat AB’C jest trojkatem rOwnoramiennym, zatem

|40| = 0B i |AC| =|B'C|.

Poprowadzmy jeszcze przez punkt B’ prosta rownolegla do boku AB. Przecina
ona prosta CD w punkcie D’. Trojkaty ADO 1 B’D’ O sa przystajace (kbk), wiec
|D'BY|=|4D|.

Z podobienstwa trojkatow DBC i D’B’C wynika, ze

|D'B| |B'C|

DB ]BC[”
czyli

|4D|  |AC|

DB |BC]’

co nalezalo wykazac.



Twierdzenia i dowody

Dowod 2.

A m Dh n B

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Z twierdzenia sinuséw zastosowanego do trojkatow ADC 1 DBC wynika, ze
m b
sina  sinf

oraz
n a __a
sina sin(180° + ) ~ sinf’
Dzielac stronami réwnosci
m b n a

- i - ,
sina sinf8  sina  sinf
otrzymujemy tezg:

m
- 2
n

b
a
co konczy dowad.

Dowdéd 3.
Oznaczenia takie jak w dowodzie 2.

Poniewaz stosunek pol trojkatow o rownej wysokosci rowny jest stosunkowi dtu-
gosci ich podstaw, wigc
P

apc _ M )
Bose "
Z drugiej strony, mamy:
1 ;
—b|CD|sina
Pinc _2 D] _b
2 a’

: | ; -
DBC Ea\CD\ sina
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Zacznij od zrobienia tego, co konieczne; potem zrob to, co mozliwe.
Nagle odkryjesz, ze dokonates niemozliwego.
$w. Franciszek z Asyzu

»Zadania i problemy matematyczne...” adresujemy przede wszystkim do uczniow
przygotowujacych si¢ do egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie rozszerzo-
nym. Znajdg oni w tym zbiorze blisko 270 oryginalnych zadan i problem6éw matematycz-
nych. Kazde zadanie — problem posiada pelne rozwigzanie i stanowi warto$ciowy mate-
riat do samoksztalcenia oraz poznania réoznorodnych metod i narzedzi matematycznych,
stuzacych efektywnemu rozwigzywaniu zadan.

Ksigzka ta z powodzeniem wzbogaci warsztat pracy kazdego nauczyciela matematyki.
Bedzie rowniez cennym materiatem dydaktycznym dla nauczycieli przygotowujacych
ucznidow do egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie rozszerzonym. Zadania
zawarte w tym zbiorze b¢da dobrym materiatem ¢wiczeniowym na kétka matematycz-
ne iinne zaj¢cia dodatkowe, majace na celu poglebienie kompetencji matematycznych
uczniow.

Zbior sktada si¢ z trzech czgsci:
¢ zadania — ,startery” (z odpowiedziami),
¢ zadania — problemy (z pelnymi rozwigzaniami),

¢ zadania przeznaczone do samodzielnego rozwiazania.

Aby pomoc uczniowi w zorganizowaniu pracy, zbior podzielono na trzydziesci jednostek
— kazda z nich zawiera dwa startery 1 pie¢ problemow. Na rozwigzanie zadan zawartych
w jednej jednostce trzeba przeznaczy¢ okoto godziny.

Naturalnymi towarzyszami procesu uczenia si¢ sg: praca, trud, zaangazowanie, zmegcze-
nie, niemoc, zniecierpliwienie i popetnianie btedéw. Droga do sukcesu w matematyce nie
jest fatwa i wymaga ciaglego podtrzymywania motywacji. Dlatego tez zdecydowalismy
si¢ na zamieszczenie trzydziestu inspirujacych mysli, zachgcajacych do pokonywania
wszelkiego rodzaju trudnosci.

Uczenie si¢ matematyki nie jest procesem linearnym, dlatego zadania nie sg pouktadane
wedlug dziatow programowych. Niezwykle wazng umiejetnoscig maturzysty jest dobor
narzedzi wlasciwych do postawionego problemu. Aby utatwic orientacje w zawartosci
merytorycznej zadan i przypisanie ich do konkretnych dzialow programowych, przygo-
towali$my ponizszy wykaz:

Liczby. Dowody algebraiczne: 1.1, 1.2,2.1,2.2,3.1,3.6,3.7,5.2,54,6.2,7.1,7.2, 8.1,
8.2,8.7,9.1,9.2,10.4,10.5,10.6, 17.2, 17.5, 18.2a,20.4,22.4,22.5, 22.6, 23.6, 27.1, 29.3.
Zadania do samodzielnego rozwigzania: 2, 13, 14, 26, 32, 40, 44, 45.

Funkcje. Funkcja kwadratowa: 2.6, 3.2,3.4,4.2,5.1,5.7,6.1,6.3,6.5,9.4, 14.6, 15.1,



16.3,18.1, 18.2b, 18.3, 18.4, 19.2, 21.3, 21.6, 21.7, 25.5, 26.2, 28.1, 28.7, 29.1, 29.4, 30.2.
Zadania do samodzielnego rozwigzania: 12, 30.

Wielomiany i funkcja wymierna: 4.1, 5.3, 6.7, 10.1, 10.2, 10.7, 11.3, 12.7, 13.1, 13.2,
13.3,13.4,14.1,14.2,14.4,14.5,14.7, 152, 15.3, 16.1, 16.2, 17.7, 28.2.
Zadania do samodzielnego rozwigzania: 47, 49.

Planimetria. Dowody geometryczne: 1.7, 2.3, 2.4, 4.3, 4.4, 4.6, 6.6, 7.4, 9.3, 9.5, 9.6,
11.2,11.5,11.7,12.1,12.4,12.5,12.6, 13.6, 13.7, 14.3, 15.5,16.7, 17.3, 17.4, 19.3, 19.5,
19.6, 20.5, 20.6, 20.7, 21.5, 22.3, 23.5, 23.7, 24.5, 25.4, 27.7, 28.3.

Zadania do samodzielnego rozwigzania: 1, 10, 17, 38, 42, 48.

Geometria analityczna: 1.3, 1.4, 4.7, 5.6, 7.5, 7.6, 11.4, 16.6, 19.7, 23.3, 23.4, 24.4,
25.2,25.3,28.5.
Zadania do samodzielnego rozwigzania: 15, 25, 31.

Ciagi liczbowe: 1.5, 2.7, 3.3, 3.5,4.5,9.7, 10.3, 11.6, 12.2, 16.4, 16.5, 19.1, 20.1, 25.6,
25.7,26.3,26.4,26.5,26.6,26.7,27.3,27.4,27.5,29.5.
Zadania do samodzielnego rozwiazania: 11, 41.

Trygonometria: 5.5, 8.6, 11.1, 17.1, 17.6, 29.2, 30.1.
Zadania do samodzielnego rozwigzania: 3,4, 5,6, 7, 8,9, 22, 23, 24, 34, 39.

Stereometria: 7.7, 8.3, 8.4, 8.5, 13.5, 15.6, 18.5, 18.6, 18.7, 23.2,24.1, 27.2, 28.4.
Zadania do samodzielnego rozwiagzania: 16, 28, 43, 46.

Granice, pochodne, optymalizacja: 7.3, 15.7, 19.4, 20.2, 21.1, 21.2, 22.1, 22.2, 24.6,
24.7,27.6,29.6,29.7,30.3, 30.4, 30.5, 30.6, 30.7.
Zadania do samodzielnego rozwigzania: 18, 19, 21, 33.

Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa: 1.6,2.5, 6.4, 12.3,15.4,20.3,21.4,
22.7,23.1,24.2,25.1, 26.1, 28.6.
Zadania do samodzielnego rozwigzania: 20, 27, 29, 35, 36, 37, 50.

Wszystkim Czytelnikom zyczymy wyraznych postgpow w ksztattowaniu kompetencji
matematycznych oraz wynikéw maturalnych na miar¢ marzen, potrzeb edukacyjnych
oraz wlozonej pracy.

Autorzy

Spis tresci
Problemy 1 STAIteTY .....c.eevieeriieeiieeiieeie ettt 6
Odpowiedzi 1 TOZWIGZANIA.........c.ceerueeerrieeieeeieeereeereesaeesreesereeseeeeseens 66
Problemy do samodzielnego rozwigzania..............cceeeeveeeveerveereeennnenn. 197
ZAAANTA. ... e et a e 197
OdPOWIEAZI ..ottt e e e e e e avee s 205



Zadania i problemy. Przykladowy fragment

1.1. Oblicz:
a) V10— 2421
b) (Js—f—J3+ﬁ)2
o) (V3-1) —(V3+1)

Ad3LYV1S

1.2. Pozbadz si¢ niewymiernosci z mianownika utamka:
[ ] [ ]

V7 -3
NIENE

1
b) ——
'
1
) Wo-da+1

a)

Prawo przyciggania: szczescie sprayja tym,
ktdrzy sie starajq.
Barbara Oakley




1 .3.

1 .4.

1 .5.

1 .6.

1.7.

Okrag o, ze Srodkiem lezacym na osi Ox, jest styczny zewnetrznie do
, . 2 2 .. ;e .

okregu o, 0 réwnaniu (x —3)" + (y + 5) = 25 1jednoczes$nie jest styczny

do prostej x + 2\/gy —-3=0.

Wyznacz réwnanie okregu o,. Rozwaz wszystkie przypadki.

Punkt S lezy na osi Ox 1 jest srodkiem okrggu stycznego jednoczesnie do

obu prostych: 4Xx — 3y +21=0 oraz 3x+4y — 28 = 0. Oblicz promien

tego okregu oraz wyznacz wspotrzedne punktu S. Rozwaz wszystkie przy-
padki.

W trojwyrazowym ciggu geometrycznym (a, b,c) wszystkie wyrazy sa
dodatnie. Wyznacz wszystkie warto$ci ilorazu tego ciagu, dla ktorych od-
cinki o dlugosciach a, b, ¢ tworzg trojkat.

Oblicz, ile jest liczb szesciocyfrowych parzystych, ktore zawierajg co naj-
mniej cztery dwojki.

Dhugosci bokow trojkata o obwodzie 30 tworzg ciag arytmetyczny. Naj-
wicgkszy kat tego trojkata wynosi 120°. Oblicz pole tego trojkata.

ANIT90Ud



4.

Oblicz promien okregu opisanego na trapezie rownoramiennym, w kto-
rym najdtuzszy bok ma dlugos¢ 22, a kazdy z trzech pozostatych bokdéw

ma dhugos¢ 10.

Uzasadnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nie-
rownos¢ 4x(1 + y) — 2(x* +2)°) < 5.

L . SIn
Rozwiaz réwnanie

co

Rozwigz rownanie sin2x — cosx = cos2x + sinx w przedziale <O; 27£>.

Rozwiaz rownanie

(0;27).

Rozwigz réwnanie Sin

(—m; 7).

Rozwigz rownanie 5cos2x +4sin x - cos’ x +4sinx = —1 w przedziale

(0;27).

:x
s* x

V3

> cos2x = sin (x + %) . cos(x + %) w przedziale

(x - %) - C0S (x + E) = sin2x w przedziale

= 6tg X w przedziale (0; 27).

3

VINVYZVIMZOY 093INT3IIZAOWYS 0A ANI190Hd

Rozwiaz rbwnanie 2sin*x — cos2x=1w przedziale <—.7'L'; .7'[>.

Rozwiaz rownanie

SN x

+5sin2x - tgx = 3sinx w przedziale (—2z; 27).



1.1. a)J7-3 b) 6—2J7 ¢) 4314
5—4/21 349 +321+39 34 +1
. a) > b) 2 c) c

_61Yy o _ 25 (_E)Z »_ 25
1.3. (x )+y—144lub X % +y—144

Rozwiazanie

x+2J6y-3=0

Z rownania okregu o, mamy $rodek (3, —5) 1 promien dlugosci 5. Srodek
okregu 0, ma wspotrzedne (x, 0), bo lezy na osi Ox. Odleglos¢ punktu
S,= (x, 0) od prostej x + 276 y—3=0 jestrownar,

L x+26-0+(-3) x—3
- =r e ——-=r.
\/12+(2\/6) >

Z warunku na styczno$¢ zewngtrzng okregdw mamy:

zatem

8,8, =5+1 & \J(x=3 +(0+5 =5+1 & (x=3) +25=5+r.

Podstawiamy r = % do rownania (X - 3)2 +25=5+r.

c_3P 405 -5 x=3 -5
(x-3)
5

5(x—3)" +25=25+|¢_3

YINVZYIMZOHY 1 1Za3IMOddo



Rozwigzujemy rownanie w przedziatach:
dla x =3

5J(x—3) +25=25+x-3
5((x—3) +25 =22+x ()
25[ (x=3) +25]=(22+x)

. ; ; 61
z powyzszego rOwnania mamy X, = — oraz x, = 3.

12

Jednak dla x = 3 mamy r = 0, wigc odrzucamy x = 3. Zatem S, = (% 0).
Obliczamy r = -3 _ 16_21_3‘ .1
4 5 512

Majac srodek S, = (%;0) oraz r = %, otrzymujemy rownanie okregu

VINVYZYIMZOY 1 1Za3IM0odao

dlax<3

5(x—3) +25=25—-x+3
5y(x—3) +25 =28—x ()

25[(x—3) +25]=(28-x)’
Z powyZszego rOwnania mamy Xx; = % oraz x, = 3.

Jednak dla x =3 mamy r = 0, wigc odrzucamy x = 3. Zatem S, = (%, 0).

11
__3‘
JP,:|x—3l=’12 -3

Obliczamy 5 5 Th

Majac srodek S, = (%;0) oraz r = %, otrzymujemy réwnanie okregu

1y . , 25
(x 12] Y T Tag
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4.2. Interpretacja geometryczna catki oznaczonej
Udowodnimy teraz pewne twierdzenie, ktére pozwoli nam na interpretacje geo-
metryczng catki oznaczone;.

Niech bedzie dana funkcja f, okre$lona w przedziale <a, b>, ciagla i nieujemna
w tym przedziale. Dla x € <a, b> oznaczmy przez P(X) pole figury ADCB (nazy-
wanej trapezem krzywoliniowym):

Ay

gl

Zachodzi nastepujace

g TWIERDZENIE 3 . (Newtona - Leibniza)
Funkcja P jest funkcja pierwotng funkcji f w przedziale <a, b>.

-

WezZzmy najpierw dowolne x, € <a, b>, a nastepnie dowolng liczbg h # 0, dla
ktorej x, + h € (a, b).

Ay
y =fx) G
A/_\ |
|
! N E
M |
| |
m - |
| L o
|
'D C F | —
of , X, Xot h b X

Zauwazmy, ze liczba |P(x0 I h) - P (x0 )| wyraza pole Sy figury BCFE.
Jezeli bowiem h > 0, to pole figury BCFE wyraza roznica P (xo + h) - P(xo ),
jesli zas h <0, to pole odpowiedniej figury wyraza réznica P(x,) — P(x, + h).
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Tak wiec liczby: h oraz P(xo aF h) = P(xo) sa albo obie dodatnie, albo obie
ujemne, zatem ich iloraz jest zawsze dodatni. Otrzymujemy stad, wykorzy-
stujac twierdzenie o wartosci bezwzglednej ilorazu, ze:
- |P(x +5) = P(x)| _|P(x, +1) = P(x,)| _ P(x +h) = Plx)

|| | h | h '
Oznaczmy teraz przez m i M odpowiednio: najmniejsza i najwicksza wartos¢
funkeji f'w przedziale domkni¢tym, ktérego koncami sg x, oraz x, + /# (na
mocy twierdzenia Weierstrassa mamy pewnosé, ze funkcja osiaga te wartosci
w tym przedziale, gdyz jest w nim ciagta).

Zauwazmy, ze zachodzi nastepujaca nierdéwnos¢ dla pol S..c;. Speres Scren
odpowiednio figur CFKL, BCFE i CFEN:
SCFKL = SBCFE s SCFEN‘
Ale S, = m-|h| i Sy, = M - |h|, zatem mamy:
m:|H| < [P(x; + k) = P(x,)| < M- |A.
Dzielac ostatnig nieréwnos¢ stronami przez |A|, otrzymujemy:
|P(x, + 1) = P(x)
m=
|A
Po uwzglednieniu réwnosei (1) mamy:
|P(xy + )= P(x,)
m= 7

=M.

=M.

Natomiast na podstawie wniosku ze str. 81. | przy 4 =

P(xo +h)_'P(xo))

h
otrzymujemy, Ze istnieje w przedziale domknigtym o koncach x, oraz x, + A
taki punkt ¢, dla ktorego

Pl + 1)~ P(z)
flg) =B TR
Zauwazmy, ze jezeli h - 0, to ¢ = x, (poniewaz przedzial o koficach x; oraz
x, + hstaje si¢ coraz krotszy, a wiee ¢ lezy coraz blizej x,). Stad, na mocy ciag-
tosci funkcji £, wynika, ze f(c) - f(:c0 ) Otrzymujemy zatem
tim £ () = 1 ().
Natomiast jezeli A = 0, to iloraz réznicowy P(x" + h) — P(x")
do P(x,). h

(2)

dazy
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..........................................................................................................................................................

Wobec (2) otrzymujemy zatem, ze
. . P(x0+h)—P(x0) '
/(%) = tim £ () = lim—=— = Px).
dla dowolnego x, € <a, b>, co oznacza, ze funkcja P jest funkcja pierwotng
funkcji f w przedziale (a, b).

Dowod twierdzenia zostat zakonczony.

Wyciagnijmy jeszcze pewne wnioski z tego twierdzenia. Zalozmy, ze F jest do-
wolna funkcja pierwotng funkcji f w tym przedziale. Wtedy, na mocy twierdze-
nia 1. ze str. 201. musi by¢

P(x)=F(x)+C,
gdzie P jest funkcja, o ktorej mowi ostatnie twierdzenie. Zauwazmy, ze mozemy
wyznaczy¢ statg C, poniewaz musi by¢
P(a) = 0. Tak wiec
0= P(a) = F(a) + C, skad C = —F (a). Zatem
P(x) = F(x) — F(a).
Zauwazmy na koniec, ze
P(b) = F(b) — F(a)
oraz ze P(b) wyraza pole trapezu krzywoliniowego ADHG (rys. na str. 223.). Ale

F0)=F(@)= [ 7()ds.

Otrzymujemy wigc nastqpauj acy wniosek.

m WNIOSEK (interpretacja geometryczna calki oznaczonej)

Jezeli funkcja f jest ciagla w przedziale <a, b) i nieujemna w tym przedziale, to
pole P obszaru ograniczonego osig OX, wykresem funkcji f oraz prostymi X = a
orazXx=bh

Ay

=Y
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wyraza si¢ wzorem:
b
*) P= ff(x)dx.

Zauwazmy, ze obliczanie w ten sposob pdl pewnych obszarow jest mozliwe dla
nas tylko w przypadku, gdy obszary te sa ograniczone (cho¢ w bardziej zawanso-
wanej matematyce nie musi tak by¢).

Pole to jest wyrazone w jednostkach, ktore przyjmiemy w danych obliczeniach.
Czasami po obliczeniu pola za pomocg tego wzoru wyraznie to zaznaczymy, pi-
szac ze np. P = 8 (jednostek pola). Tak wigc catka daje nam wartos¢ liczbowa,
a sami musimy okresli¢ jednostke pola, wedtug ktorej mierzymy.

Zauwazmy teraz, ze jezeli funkcja f bylaby niedodatnia i ciaglta w przedziale
<a, b>, to pole P obszaru ograniczonego osig OX, wykresem funkcji f oraz pro-
stymix=aorazX =D

Ay

>
0 X

P==[ /W
. y=7/®)

wynositoby P = }[—f(x)]dx = —}f(x)dx,

) P==[r(x).

Tak wigc aby obliczy¢ pole obszaru ograniczonego wykresem pewnej funkcji,
cigglej w przedziale <a, b> , musimy wiedzie¢, czy funkcja jest nieujemna, czy tez
niedodatnia w tym przedziale. Jesli za§ funkcja przyjmuje w przedziale (a, b),
zardwno wartosci nieujemne, jak i niedodatnie, to nalezy podzieli¢ ten przedziat
na takie czesci, aby na kazdej z nich funkcja podcatkowa byta juz zawsze albo
nieujemna, albo niedodatnia.

Podobnego podziatu przedzialu catkowania nalezy dokonac, jesli krzywa ogra-
niczajaca obszar nie jest w calym przedziale wykresem tej samej funkcji. Czesto
tez zachodzi konieczno$¢ obliczania pol obszarow ograniczonych od gory wy-
kresem funkcji f, a od dotu funkcji g oraz prostymi x =aix =b:
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Wstep

W rozwigzywaniu réwnan, nieréwnosci i uktadéw réwnan potrzeba znajomosci
réznych metod, m.in. podstawienia zmiennej pomocniczej. Jest to zwykle wielkie
ulatwienie w rozwigzaniu zadania, czasem wrecz jedyna skuteczna metoda. Jednak
uzycie nowej zmiennej czg¢sto wymaga tez wprowadzenia odpowiednich zatozen lub
dodatkowych warunkéw, w szczegolnosci w zadaniach z parametrem i warto$cia
bezwzgledna. Proponuje blizej si¢ przyjrzec tej metodzie i zobaczy¢, w jak wielu roz-
nych sytuacjach bywa skuteczna, a takze jak ja poprawnie stosowac.

W kazdym rozdziale umieszczone s3 zadania o réznym stopniu trudnosci.
Poszczegodlne szczeble zostaty tak oznaczone:

[D pierwszy stopien wtajemniczenia,
@ drugi stopien wtajemniczenia,
@ trzeci (najtrudniejszy) stopien wtajemniczenia.

Zbior zawiera 105 zadan z pelnymi rozwigzaniami oraz 98 zadan do samodziel-
nego rozwigzania; te ostatnie umieszczone sg na koncu poszczegdlnych rozdziatow.
Aby moc si¢ zmierzy¢ z zebranymi tu zadaniami, trzeba — naturalnie - mie¢ pewna
elementarng wiedz¢ na temat réwnan, nieréwnosci i ukltadéw réwnan.

Ksiazka przyda si¢ uczniom przygotowujacym si¢ do egzaminu maturalnego lub
do startu w konkursach matematycznych.

Od wielu lat prowadze dodatkowe zajecia z matematyki i tego typu zadania czesto
rozwigzuje z uczniami. Niniejszy zbior napisalem na podstawie wieloletniego do-
swiadczenia, jestem przekonany, Ze moze si¢ przyda¢ nauczycielom w pracy na lek-
cjach czy kotkach.

Warto zauwazy¢, ze metoda podstawiania jest jedng z wazniejszych metod przy
obliczaniu calek i rozwigzywaniu réwnan rézniczkowych. Opanowanie tej metody
ulatwi wiec takze nauke na studiach wyzszych.

Zycze udanej pracy z zadaniami
Tomasz Grebski

109



Podstawianie zmiennej pomocniczej.... Przykladowy fragment

KB Podstawienie zmiennej pomocnicze;
w rownaniach

Zajmiemy si¢ podstawieniem zmiennej pomocniczej w réwnaniach réznego
typu. Przedstawione przyklady pokaza, jak stosowa¢ podstawienie oraz jakie zato-
zenia pociaga za soba wprowadzenie do réwnania nowej zmiennej. Ten rozdzial jest
w ksigzce najbardziej rozbudowany, poniewaz to tutaj pojawia wiekszos¢ rodzajow
podstawien, w innych rozdziatach juz tylko je wykorzystujemy, czasem modyfikujac.

1.1. Rownania wielomianowe
[D Zadanie 1.1.

Rozwigz réwnanie: x* - 18x* + 32 = 0.

Rozwigzanie:

x*-18x2+32=0

(x?)?-18x*+32=0 Wyodrebniamy element x2.

x> =t odziet>0 Podstawiamy zmienna pomocnicza, dodajac od-
g y 3p 3 )3

powiednie zalozZenie.

2-18t+32=0

A=196,+/A =14

(t=2vi=16)At>20 = t=2Vvit=16

A zatem

(t=2vt=16) AX*=

*=2vx*=16 Wracamy do pierwotnej zmiennej.
x=v2Vvx=-v2vx=4vx=-4

Odpowiedz: x € {—4, —\/E, JE, 4}.

(1] zadanie 1.2.
Rozwigz rownanie: x* + 14x? - 32 = 0.
Rozwiazanie typowe:
X+ 14x*-32=0
(x*)? + 14x* - 32=0 Wyodrebniamy element x2.
x*=t,gdziet>0 Podstawiamy nowa zmienng, dodajac odpowied-
nie zalozenie.
t2+14t-32=0
A=324,JA =18
(t=-16Vvit=2)At>20 = t=2
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1.1. Réwnania wielomianowe

A wiec
t=2AX>=t

e — Wracamy do zmiennej x.

X = \/5 VX= —\/5
Odpowiedz: x € {—\/E, \/5}

Rozwigzanie alternatywne: Czesto si¢ zdarza, ze podczas podstawiania nowej
zmiennej zapominamy o zalozeniach. Jednak w wielu przypadkach rozwigzanie
mozna jeszcze ,uratowac”. Przeanalizujmy ponownie poprzednie zadanie.
x*+14x-32=0
(x?)?+ 14x*-32=0 Wyodrebniamy element x2.
b = 7 Podstawiamy nowa zmienng, zapominajac

o zalozeniu.

2+ 14t-32=0

A=324,JA =18
t=-16vit=2
A zatem

(t=-16Vvt=2)Ax*=t
K=-16vx?=2 Wracamy do pierwotnej zmienne;j.

Tu wiasnie mozemy ,,uratowac” nasze rozwigzanie. Wystarczy zauwazyc, ze pierwsze
z tych réwnan nie ma rozwigzan, poniewaz kwadrat dowolnej liczby nie moze by¢
ujemny. A wiec

xedvx= \/5 vx=—\/5

Odpowiedz: x € {- \/5 , \/5 1

(1] zadanie 1.3.
Rozwigz rownanie: x* + 5x> + 6 = 0.
Rozwigzanie:
x'+5x2+6=0
()2 +5x*+6=0 Wyodrebniamy element x?.
x*=t,gdziet>0 Podstawiamy nowa zmienng, dodajac odpowied-
nie zalozenie.
t2+5t+6=0
A=1,vA =1
(t=-3vt=-2)At20 > ted = xecd Wracamy do zmiennej x.

Odpowiedz: Réwnanie nie ma rozwigzan.
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1. Podstawienie zmiennej pomocniczej w réwnaniach

Zadania do samodzielnego rozwiazania

m 1.1. Rozwiaz réwnanie: x*+ x>~ 2 =0.

@ 1.2. Rozwigz réwnanie: 2x* - x>~ 1 =0.

(1] 1.3, Rozwigz réwnanie: 25x% - 10x2+ 1 = 0.

m 1.4. Rozwiaz réwnanie: x° - 17x°+ 16 = 0.

@ 1.5. Rozwiaz réwnanie: 16x® - 15x* - 1=0.

@ 1.6. Rozwigz rownanie: x° - 3x° - 6x° + 8 = 0.

E] 1.7. Rozwiaz rownanie: -3(-x*+3x* - 3) =6 + 3x* - x* - 1)
(1] 1.8. Rozwigz réwnanie: (x? + 3x + 3)(2x% + 6x - 1) + 3 = 0.
@ 1.9. Rozwiaz réwnanie: x* - 5x> + 8x* - 5x+ 1 =0.

@ 1.10. Rozwigz réwnanie: x° - 10x° + 47x* - 100x° + 47x* - 10x + 1 = 0.
@ 1.11. Rozwigz réwnanie: 2(x - 3)* - 1 =-|x - 3|.

@ 1.12. Rozwigz réwnanie: (x +5)*> =2 - |x +5]|.

@ 1.13. Rozwigz réwnanie: |x + 1|° = |x + 1|.

@ 1.14. Rozwigz réwnanie: x + 7\x =18.

@ 1.15. Rozwiaz réwnanie: x —2 — 3Jx+6 =0.

@ 1.16. Rozwigz réwnanie: It —6=5Yx.

@ 1.17. Rozwigz réwnanie: 3/x* +9 + 6x —12 = IYx + 3.

@ 1.18. Rozwigz rownanie: 5{/4 —x - 3/(2 +x) = 43/(2 —x)*.

(111] 1.19. Rozwiaz réwnanie: Ux +5 — x> —25 = Yx —5.

-1 +1
@ 1.20. Rozwiaz réwnanie: 34‘/x - 314/x =10.
x+1 x—1
2
@ 1.21. Rozwiaz réwnanie: ﬂx 4 —3,5/ xz+1 = -—2.
x+1 x"—4

(1] 1.22. Rozwiaz réwnanie: 5¢Yx’ —4 =6—/x* —4 .

(11] 1.23. Rozwiaz réwnanie: x* + 3x —% x> +3x—4=4.

@ 1.24. Rozwigz réwnanie: x* +3x —4 = 5vx° +3x — 4.
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Podstawianie zmiennej pomocniczej.... Fragment odpowiedzi

Odpowiedzi

1. Podstawienie zmiennej pomocniczej w rownaniach
1.1. Podstawienie: t = x%, gdzie t > 0.
Odpowiedz: x € {-1, 1}.
1.2. Podstawienie: t = x%, gdzie t > 0.
Odpowiedz: x € {-1, 1}.
1.3.  Podstawienie: t = x?, gdzie t > 0.

NS

Odpowiedz: x € {—— ?}

1.4. Podstawienie: t = x°, gdzie t € R.
Odpowiedz: x € {1, 23/5}

1.5. Podstawienie: t = x*, gdzie t > 0.
Odpowiedz: x € {-1, 1}.
1.6. Podstawienie: t = x%, gdzie t € R.

Odpowiedz: x € {1, —3/5, Q/Z}

1.7. Podstawienie: t = —x* + 3x*> - 1, gdzie t € R.
Odpowiedz:

e e i e i LG 1+\/§’_\/3+\/_ \/3+\/_

2 2 7 2 72 2 2

1.8. Podstawienie: t = x* + 3x, gdzie t € R.
Odpowiedz: x € {-3, 0}.

1
1.9. Podstawienie: t = x + —, gdzie t € R.
x

3\f3+\f
2

Odpowiedz: x € { 3

1
1.10. Podstawienie: t = x + —, gdzie t € R.
X

Odpowiedz: x € {2 - \/g, 2+ \/5}

1.11. Podstawienie: ¢ = |x - 3|, gdzie £ > 0.

Odpowiedz: x {E, Z} .
2 2

113



PODROZE
MATEMATYCZNE

format 165 x 235 mm
stron 296

PODROZE MATEMATYCZNE to ksigzka nie tylko dla ucznia i nauczyciela, lecz
dla wszystkich, ktérzy interesuja sie matematyka i reaguja na jej wyzwania - i dla
mtodszych, i dla starszych.

Z nieprzebranego dorobku matematyki Autor wybrat kilkadziesiagt arcydziet - zadan,
twierdzen, teorii - i w barwny spos6b opowiada o nich z wielu punktéw widzenia.
A czyni to tak, by poczatkujacego czytelnika zainteresowac, a czytelnika dojrzatego
- nie znudzié¢. Autor ukazuje matematyke przyjemna i intrygujaca. Tres¢ ksiazki
oscyluje wokdt programu szkolnego, chociaz im wyzszy numer rozdzialu, tym
,0dlegto$¢” od szkoty wieksza, a w rozdziale 17 jest wrecz ,kosmiczna”. Ksigzka
i jej rozdziaty sa napisane zgodnie z zasada stopniowania trudno$ci. Znajdziemy tu
réwnania, tradycyjne zadania w nowym ujeciu, zadania logiczne, kolorowa geometrie
i wycieczke w dziwne przestrzenie. Trudne miejsca nie powinny nikogo odstraszac.
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cos b

format 165 x 235 mm
stron 288

SPACERY MATEMATYCZNE to barwny przewodnik po matematyce, ukazujacy ja
z innej niz na lekcjach strony. Profesor Michat Szurek - erudyta i pasjonat — podczas
12 spacerdw snuje opowiesci, z niestychang lekkoscig, wokét wybranych zagadnien
matematycznych, wplata ciekawostki i anegdoty, nawigzuje do innych dziedzin nauki.
Wszystkie tresci oscyluja wokot szkolnego programu nauczania, czasem oddalajgc sie
od niego, by za chwile znowu sie przyblizy¢. A cel jest jeden: zainteresowac czytelnika
matematyka, pomdc jg zrozumiec i sie z nig zaprzyjaznic. Dzieki tej ksigzce uczen
zachwyci sie matematyka wokot siebie, a nauczyciel bedzie mial niewyczerpane
Zrodto pomystéw na atrakcyjne lekcje.



Michat Szurek

OPOWIESCI

format 165 x 235 mm
stron 232

OPOWIESCI GEOMETRYCZNE to znakomita lektura dla uczniéw i nauczycieli mate-
matyki, dla studentéw tego kierunku i wszystkich wielbicieli Kréolowej Nauk.

Ksigzka jest opisem drobnego wycinka $wiata geometrii. Z ogromne;j liczby geo-
metrycznych peretek autor wybrat kilkanascie poje¢/twierdzen matematycznych
i 0 kazdym z nich snuje odrebng opowies¢. Poza historig omawianego problemu, Czy-
telnik znajdzie tu jego rozmaite powigzania, konteksty, zadania i towarzyszace aneg-
doty, a takze mnéstwo rysunkow.

,Spojrzmy na trdjkat. Trzy odcinki, trzy punkty. Ale to tylko przykrycie, obudowa,
skorupka. Pod spodem, we wnetrzu, bardzo wiele sie dzieje: punkty biegaja po wyso-
kos$ciach, symetralnych i dwusiecznych, linie proste tacza sie w peki, kreca sie okre-
gi, muskaja je proste styczne, a i parabole sie trafia. Widzimy wszystko plastycznie
i ze szczegdtami - jak gory, ktore schodziliSmy wzdtuz i wszerz.”
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Michat Szurek

Miedzy matematyka
a humanistyka

format 165 x 235 mm
stron 320

Ksigzka sktada sie z 44 rozdziatéw, ktdre mozna nazwaé esejami humanistyczno-
-matematycznymi.

Jej autor - profesor Michat Szurek - to matematyk i prawdziwy humanista.Wykorzy-
stuje swoja wielka erudycje i z niezwykta lekko$cia opowiada o matematyce. Pokazu-
je, jak silne s3 jej zwigzKi z historig, filozofig, literaturg i sztuka. Cytaty z poezji i prozy,
zaskakujace przyktady i komentarze oraz anegdoty po mistrzowsku przeplataja sie
z zagadnieniami i problemami nie tylko matematycznymi.
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ABC GeaGebry

Poradnik dla poczgtkujgcych

format 165 x 235 mm
stron 132

The ABC of GeeGebra

A Beginner’'s Guide

Ten poradnik jest przeznaczony dla poczatkujacych adeptéw i zainteresowanych
GeoGebrg, jej mozliwosciami i przydatno$cia w nauczaniu i uczeniu sie matematyki
na wszystkich poziomach edukacji. GeoGebra jest bezptatnym oprogramowaniem
matematycznym, dostepnym on-line i off-line w systemach operacyjnych Windows,
Linux i Mac OSX, na komputerach i na urzadzeniach przenosnych (tablety, smartfony).
Poradnik ten dotyczy stosowania GeoGebry przy uzyciu komputeréw z systemem
operacyjnym Windows.

Poradnik dostepny réwniez w jezyku angielskim.
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Tomasz Grebski

¥ WolframAlpha

Praktyczny przewodnik po programie
dla kazdego

format 165 x 235 mm
stron 216

Program ten swe korzenie ma w stynnym programie Mathematica, ktéry doskonale
taczy obliczenia numeryczne i symboliczne, interpretacje graficzng wynikéw, jezyk
programowania, dokumentacje i mozliwo$¢ publikacji pracy. Dzieki bogactwu
funkcji jest $wietnym narzedziem pracy matematykow, fizykow, biologow,
chemikoéw i innych.

Program jest przeznaczony zaréwno dla ucznidw, studentéw, jak i dla nauczycieli.
Z wtasnego doswiadczenia wiem, jak przyjemnie pracuje sie z programem wspdlnie
z uczniami. Nauczyciel bez watpienia staje sie nowoczesny, a uczniéw to zacheca do
pracy. Krétko méwigc - przyjemne z pozytecznym.

W tym Poradniku zajmujemy sie strona matematyczna programu. A zatem
stawiamy sobie pytanie: w czym moze poméc nam Wolfram Alpha (jesli chodzi
o matematyke) oraz w jaki sposéb z niego korzystac?

Wolfram Alpha m.in. rozwigzuje réwnania i nieréwnos$ci, uktady réwnan
i nieréwnosci, oblicza pochodne i catki, rysuje funkcje oraz wypisuje ich
najwazniejsze wtasnosci. To oczywiscie przystowiowa ,kropla w morzu” jego
mozliwosci.
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Matura 2026

MATEMATYKA
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