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Szanowni Państwo,

oto informator o naszych pozycjach wydawniczych z matematyki, które 
są przeznaczone dla uczniów liceów i techników, przygotowujących się do 
matury w 2024 roku, według zasad obowiązujących od roku szkolnego 
2022/2023.

Wybrane fragmenty książek ilustrują zakres i sposób opracowania treści 
nauczania, ujętych w podstawie programowej obowiązującej w szkołach 
ponadpodstawowych od września 2019 roku. W poszczególnych pozycjach 
prezentujemy: okładkę, spis treści, wstęp do książki, przykładowy fragment 
opracowania treści i odpowiedni fragment odpowiedzi.

Na końcu informatora przedstawiamy kilka pozycji przeznaczonych dla 
uczniów, nauczycieli i dla tych, którzy szczególnie interesują się matematyką 
oraz współczesnymi narzędziami informatycznymi, przydatnymi w jej 
nauczaniu i zastosowaniu.

Gorąco zachęcamy do korzystania z naszej oferty. Jesteśmy przekonani, że 
pozycje te pomogą uczniom skutecznie przygotować się do matury i osiągnąć 
sukces podczas egzaminu.

Wydawca

ul. Kościańska 4, 01-695 Warszawa
tel. 22 560 81 00
e-mail: pazdro@pazdro.com.pl
www.pazdro.com.pl
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Wstęp
 
Od roku 2010 matematyka na poziomie podstawowym jest zdawana na maturze 
jako przedmiot obowiązkowy. Od tej pory upłynęło już 13 lat. Jest to wystarcza-
jący czas, by na podstawie przeglądu arkuszy maturalnych zorientować się, jakie-
go typu zadań i o jakiej skali trudności może spodziewać się na egzaminie przyszły 
maturzysta.
 W tym zbiorze zebrałem zadania z lat 2010–2023, które występowały w ar-
kuszach maturalnych cKe na poziomie podstawowym. Zadania zostały jednak po-
dzielone i uporządkowane według rozdziałów występujących w typowym progra-
mie nauczania matematyki w szkole. Obok numeru każdego zadania jest wskazów-
ka, z arkusza której matury dane zadanie pochodzi
(miesiąc, rok, nr zadania i liczba punktów). Do wszystkich zadań podałem szkice 
rozwiązań, również do zadań zamkniętych.
 ten zbiór zadań może być świetnym materiałem do samodzielnego przygoto-
wania się do egzaminu. Może również być pomocny nauczycielowi w zaplanowaniu 
cyklu powtórzeń przygotowujących uczniów do matury.
 Lata 2020–2021 przejdą do historii m.in. z powodu cOViD-19 i zdalnego na-
uczania. sesja maturalna 2020 też była wyjątkowa, ponieważ odbyła się z miesięcz-
nym przesunięciem. egzaminy maturalne w latach 2021–2022 zostały przeprowa-
dzone na podstawie nieco zmodyfikowanych podstaw programowych. sesja matu-
ralna 2023 to arkusze w nowej formule, zbudowane dla pierwszych absolwentów 
8-klasowej szkoły podstawowej.
 Do zbioru zadań włączono zadania pochodzące z arkuszy maturalnych w ter-
minach dodatkowych (lipiec 2020 i czerwiec 2021 i 2022), z arkuszy matury po-
prawkowej (wrzesień 2020 i 2021) oraz z arkuszy diagnostycznych i pokazowych 
(2014, 2021 i 2022).
 Matura 2023 to całkiem nowe, niespotykane dotąd, typy zadań maturalnych. 
Wyniki maturalne okazały się dość wysokie, co nie oznacza, że w 2024 roku będzie 
podobnie. chcąc wyjść naprzeciw tej sytuacji, do każdej części tematycznej dołączy-
łem po 5 zadań nowego typu, a do geometrii płaskiej aż 15 – wszystkie mojego au-
torstwa.
 Zadania z sesji maturalnej 2023 w terminie podstawowym i dodatkowym zo-
stały zapisane na szarym tle.
 Aby dodatkowo przybliżyć przyszłym zdającym nową typologię zadań, załączy-
łem Aneks, w którym można zapoznać się z nowymi typami zadań na bazie arkusza 
matury dodatkowej 2022. swego rodzaju „tłumaczenie” wykonał redaktor tomasz 
Szwed.
 Mam nadzieję, że ten bardzo bogaty materiał pozwoli uczniom skutecznie przy-
gotować się do egzaminu. Niech przyszli zdający nie boją się nowej, na pewno in-
nej matury z matematyki. starajcie się zrozumieć treści matematyczne. i po prostu 
ćwiczcie.

        Ryszard Pagacz
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Zbiór zadań maturalnych cKe. poziom podstawowy. Fragment zadań

Matematyka. Zbiór zadań maturalnych. Lata 2010–2022. Poziom podstawowy10

Zadanie 1.40. 

Dana jest liczba 
2

3 2x a a  R liczb rzeczywistych.

3  oraz 2 3
 Zaznacz 

Liczba x jest wymierna dla

A. 5a   
B. 3 2a

  
C. 

2
3 2 0,3a

D. 6a
 

E. 2 6 12,5a
  

F. 
2

3 2 2 6a

G. 6a

Zadanie 1.41. 

100 100 100 100 100 1006 6 6 6 6 6  jest równa 
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Zbiór zadań maturalnych cKe. poziom podstawowy. Fragment odpowiedzi
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Wstęp
 
W zbiorze zebrałem zadania z lat 2002‒2023, które występowały w arkuszach ma-
turalnych cKe na poziomie rozszerzonym. są tu zadania pochodzące z egzaminów 
maturalnych w terminach głównych i dodatkowych, z egzaminów próbnych przy-
gotowanych przez cKe, z diagnozy przedmaturalnej z lat 2020–2022, z informatora 
o egzaminie maturalnym z matematyki z roku 2021, z arkusza pokazowego z roku 
2022 oraz z arkuszy z sesji 2023. Zadania zostały jednak podzielone i uporządko-
wane według rozdziałów występujących w typowym programie nauczania mate-
matyki w szkole. Obok numeru każdego zadania jest wskazówka, z arkusza której 
matury dane zadanie pochodzi (miesiąc, rok, nr zadania i liczba punktów).
 Do wszystkich zadań podałem szkice rozwiązań.
 Zadania z sesji maturalnej 2023 w terminie podstawowym i dodatkowym zo-
stały zapisane na szarym tle.
 ten zbiór zadań może być dobrym materiałem do samodzielnego przygotowa-
nia się do egzaminu. Może również być pomocny nauczycielowi w zaplanowaniu 
cyklu powtórzeń przygotowujących uczniów do matury.
 Mam nadzieję, że ten bogaty materiał pozwoli uczniom skutecznie przygoto-
wać się do egzaminu.
        Ryszard Pagacz
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Wstęp
O egzaminie maturalnym z matematyki od 2023 roku na pewno można powiedzieć 
dwie rzeczy: będzie inny i będzie trudniejszy. Jego inność wynika z faktu, że pojawią się 
nowe typy zadań maturalnych. Do tej pory na poziomie podstawowym mieliśmy trzy 
typy zadań, od 2023 roku ma ich być co najmniej trzynaście. trudność arkusza matural-
nego może wynikać z faktu różnorodności typów zadań oraz ich pojawiania się w arku-
szu. Od 2010 roku zadania były poukładane typami, od 2023 będą poukładane zgodnie 
z kolejnością występowania treści i wymagań w podstawie programowej. Jest to nowa 
sytuacja, do należy się dobrze przygotować. W przygotowaniu do matury z matematyki 
przede wszystkim należy zrozumieć treści matematyczne i dobrze wyćwiczyć podstawo-
we umiejętności. 
 Nasza propozycja to zestaw sześciu przykładowych arkuszy typu maturalnego 
na poziomie podstawowym. Każdy arkusz jest inny, każdy następny jest trudniejszy od 
poprzedniego. ponieważ nie ma wielu wzorców prawdziwej matury 2023, dlatego nasze 
arkusze są tak naprawdę naszą wizją tej matury. tak to sobie wyobrażamy. Mamy za sobą 
lekturę dokumentów cKe, Ore oraz wiele rozmów z nauczycielami zaangażowanymi  
w doradztwo metodyczne.  staraliśmy się uważnie słuchać i czytać. Nasz zestaw arku-
szy zawiera ponad 180 zadań różnego typu i treści. Nie baliśmy się uruchomić naszej 
wyobraźni. Zrobiliśmy to jednak mając na uwadze komfort i bezpieczne przygotowanie 
uczniów do egzaminu maturalnego z matematyki od 2023 roku. Mamy nadzieję, że orygi-
nalny arkusz opracowany przez centralną Komisję egzaminacyjną będzie mniej skompli-
kowany i dużo łatwiejszy niż nasze propozycje. Mamy nadzieję, ale jednocześnie chcemy 
się przygotować na mniej optymistyczny scenariusz. Dlatego zachęcamy naszych czytel-
ników, Uczniów i Nauczycieli, do rzetelnej pracy w oparciu o nasz materiał ćwiczeniowy.
 Każde zadanie ma zamieszczoną w drugiej części książki odpowiedź, do każdego 
zadania otwartego dołączyliśmy również jego pełne rozwiązanie. Mamy nadzieję, że po-
może to Uczniom samodzielnie przygotowującym się do egzaminu.

	 	 	 	 	 	 Zespół	Autorów

Spis treści
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11. próbny arkusz maturalny 2023 na poziomie podstawowym

Zadanie 1. (0-1)
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Zadanie 2. (0-1)
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Zadanie 3. (0-1)

-
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|x − 5|  4
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Zadanie 5. (0-2)

3 5
7

x y
y x

(x )
A.  = 12 B. x + 1 − 3 C. 3x + 5  = D. x2 – 2 =
E. x2 – = 6 F. x + 2 = 21 G. – x = 1

Zadanie 6. (0-1)

 x (5 − 3x)(5 + 3x) jest równa
A. 25 – x2 B. 25 + x2 C. 625 – 81x4 D. 625 – x2 + 81x4
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1. próbny arkusz maturalny 2023 na poziomie podstawowym

1 2 3 4 5 6 7 8 10 11 12 16 17

C AD C C AG D B DE 1C, 2A, 3B, 4D B C D BG

18 19 20 23 25 27 28 30
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) (−2) b) (4, 8)
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5

6x2 − 5x – 7  x2 + 9x – 4
5x2 − 14x – 3  0

 = 16; x1 = 1
5

; x2 = 3  
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1 , 3
5
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(x) = x(50 – x)  x  (0, 50)

(x) = 50x – x2  x =

  
2

1 1ab

a b

        

2 2
2 2 2

2
2 2 4 41 1
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a b a b

a b
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Wstęp

egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym nie będzie zbytnio 
odbiegał od egzaminu jaki znamy do tej pory. Nie będzie zadań testowych ani zadań 
z kodowaną odpowiedzią. pojawią się wiązki zadań oraz zadania osadzone w kon-
tekście realistycznym. Nie będzie takiej różnorodności typów zadań jak na pozio-
mie podstawowym. Zdający w czasie 180 minut będzie miał do rozwiązania nieco 
ponad 10 zadań otwartych.
 W przygotowaniu do matury z matematyki przede wszystkim należy postarać 
się dobrze zrozumieć treści matematyczne i dobrze wyćwiczyć podstawowe umie-
jętności. to wymaga czasu, zaangażowania, samodzielnej pracy, również pracy  
w zespole, i przede wszystkim decyzji: chcę i będę się uczyć. Od liczby samodzielnie 
rozwiązanych zadań i od ich jakości zależy ostateczny wynik maturalny.
 Mając to na uwadze przygotowaliśmy zestaw sześciu przykładowych arkuszy 
typu maturalnego na poziomie rozszerzonym. chcieliśmy zapewnić różnorodność 
w kwestii sformułowań i trudności zadań, dlatego arkusze ułożyliśmy w zespole 
trzech Autorów, doświadczonych, ale i różnie postrzegających rzeczywistość szkolną 
uczniów uczących się matematyki w zakresie rozszerzonym i deklarujących chęć zda-
wania matury na poziomie rozszerzonym.
 Do każdego zadania dołączyliśmy jego pełne rozwiązanie oraz propozycję punktacji. 
Mamy nadzieję, że pomoże to Uczniom samodzielnie przygotowującym się do egzaminu.

	 	 	 	 	 	 	 Zespół	Autorów
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11. próbny arkusz maturalny 2023 na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1. (0-3)

 = 2  b = 2 5.
Zapisz 2 48  i b.

Zadanie 2. (0-3)

||x – 1|– 3|  2.
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Zadanie 3. 

(x) = x3 + 4x2 – 3x –

Zadanie 3.1. (0-2)
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Zadanie 4. (0-4) 
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Odpowiedzi i szkice rozwiązań

1. próbny arkusz maturalny 2023 na poziomie rozszerzonym – szkice rozwiązań

Zadanie 1. 2
8log 48 .

2
a b

 = log2 45 = log2 ( ) = log2 9 + log2 5 = 2log2 3 + b

Wobec tego  = 2log2 3 + b 2 3 =
2

a b

2 48 = log2( 3) = log2 16 + log2 3 = 4 log2 2 + log2 3 = 4 + log2

log2 48 = 4 + log2 3 = 4 + 
2

a b  = 8
2
a b

1) 2 3 =
2

a b       (1 p)

2) 2 48 = 4 + log2 3     (1 p)

3) 2 48 = 8
2
a b      (1 p)

Zadanie 2. {− − − }

||x – 1|– 3| 
|x – 1|– 3 |x – 1|– 3  − |x – 1| |x – 1| 

(− )  ( )
(− )  ( ) − − −

1) |x – 1| |x – 1|  1    (1 p)
2) x (− )  ( )    (1 p)
3) (1 p)

Zadanie 3. – − 3 3  = −7x – 12

3 2 24 3 12 4 3 4 3 3 .x x x x x x x x

– − 3 3

(x) = 3x2 + 8x –  x  R
x  = −  (−2) = (−2)=−

(–2)
 −  (−2) = (−2)(x− (−2)) − 2 = −7(x + 2)

= −7x –  

próbny arkusz maturalny. poziom rozszerzony. Fragment odpowiedzi
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Odpowiedzi i szkice rozwiązań

1. próbny arkusz maturalny 2023 na poziomie rozszerzonym – szkice rozwiązań

Zadanie 1. 2
8log 48 .

2
a b

 = log2 45 = log2 ( ) = log2 9 + log2 5 = 2log2 3 + b

Wobec tego  = 2log2 3 + b 2 3 =
2

a b

2 48 = log2( 3) = log2 16 + log2 3 = 4 log2 2 + log2 3 = 4 + log2

log2 48 = 4 + log2 3 = 4 + 
2

a b  = 8
2
a b

1) 2 3 =
2

a b       (1 p)

2) 2 48 = 4 + log2 3     (1 p)

3) 2 48 = 8
2
a b      (1 p)

Zadanie 2. {− − − }

||x – 1|– 3| 
|x – 1|– 3 |x – 1|– 3  − |x – 1| |x – 1| 

(− )  ( )
(− )  ( ) − − −

1) |x – 1| |x – 1|  1    (1 p)
2) x (− )  ( )    (1 p)
3) (1 p)

Zadanie 3. – − 3 3  = −7x – 12

3 2 24 3 12 4 3 4 3 3 .x x x x x x x x

– − 3 3

(x) = 3x2 + 8x –  x  R
x  = −  (−2) = (−2)=−

(–2)
 −  (−2) = (−2)(x− (−2)) − 2 = −7(x + 2)

= −7x –  
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Zadania pomocne w przygotowaniu się do matury z matematyki
według nowej formuły od roku 2023

I. LICZBY RZECZYWISTE

Zadanie 1. (1 pkt)

Dane są liczby 3 3a  i 3 2b .

Oceń prawdziwość poniższych zdań; zaznacz P, jeśli zdanie jest prawdziwe, 
albo F – jeśli jest fałszywe.

Liczba 2 3a b  jest liczbą ujemną. P F

Liczba 33a  jest liczbą wymierną. P F

Zadanie 2. (2 pkt)

Dane są liczby 27a , 6 27b .

Uzupełnij tabelę; do każdego z poniższych sformułowań dobierz właściwe dokoń-
czenie spośród A–D, tak aby utworzone zdanie było prawdziwe.

2.1 Iloraz liczby a  przez liczbę b  jest równy

2.2 Iloczyn liczb a  i b  jest równy

A. 1 B. 3 C. 9 D. 27

Zadanie 3. (2 pkt)

Dane są liczby 325 27 27a  oraz 
3

10 3
125

b .

Uzupełnij tabelę; do każdego z poniższych sformułowań dobierz właściwe dokoń-
czenie spośród A–D, tak aby utworzone zdanie było prawdziwe.

3.1 Liczba a  jest liczbą

3.2 Liczba b  jest liczbą

A. niewymierną B. pierwszą C. nieparzystą  D. parzystą

Zadanie 4. (1 pkt)

Uzupełnij poniższe zdania; wybierz odpowiedź spośród oznaczonych literami A 
i B oraz odpowiedź spośród oznaczonych literami C i D.

Liczba 316 8 + 8  jest liczbą A / B.

A. wymierną B. niewymierną

Wartość wyrażenia 
3

4 1
a

 jest liczbą ujemną dla C / D.

C. a = 64 D. a = 27

Zadania pomocne w przygotowaniu się do matury z matematyki
według nowej formuły od roku 2023

CZĘŚĆ TRZECIA

WSTĘP

Niniejszy zbiór zadań jest skierowany przede wszystkim do tych uczniów, którzy 
mają duże trudności z nauką matematyki.
 Zbiór ten, z założenia, ma być wsparciem dla uczniów i nauczycieli w procesie na-
uczania matematyki w szkole ponadpodstawowej. Zawiera on zestaw zadań bazo-
wych, które są odzwierciedleniem wymagań szczegółowych, zapisanych w podsta-
wie programowej. Dodatkowo pod każdym zadaniem bazowym zamieszczono ćwi-
czenia, które przedstawiają w różnych aspektach zagadnienia odnoszące się do tego 
zadania. taka konstrukcja zbioru umożliwia uczniom utrwalenie i doskonalenie ele-
mentarnych umiejętności matematycznych poprzez wielokrotne rozwiązywanie tych 
samych zadań, z dokładnością do zmiany danych liczbowych. 
Zbiór składa się z trzech części.
 część pierwsza powstała w odpowiedzi na zapotrzebowanie nauczycieli przygo-
towujących uczniów, którzy mają duże trudności z nauką matematyki, do egzami-
nu maturalnego w roku 2022 na poziomie podstawowym. Dlatego zwrócono uwagę 
głównie na te umiejętności, które są niezbędne w rozwiązywaniu zadań zamkniętych 
i zadań krótkiej odpowiedzi, z wyjątkiem zadań na dowodzenie. 
 część druga jest utrzymana w tym samym stylu i stanowi uzupełnienie części 
pierwszej o zadania odpowiadające wymaganiom egzaminacyjnym egzaminu matu-
ralnego w latach 2023–2024. W tej części również nie uwzględniono zadań otwartych 
na dowodzenie. Ze względu na założone cele, położono akcent na zrozumienie pod-
stawowych pojęć matematycznych i osiągnięcie wysokiej sprawności rachunkowej. 
 część trzecia zawiera zadania, których dotychczas nie było na egzaminie matural-
nym. typy tych zadań wprowadza Informator o egzaminie maturalnym z matematy-
ki od 2023 r. na poziomie podstawowym oraz arkusz pokazowy, opublikowany przez 
cKe. są to zadania typu: „prawda – fałsz”, na dobieranie, wielokrotnego wyboru oraz 
„z luką”. 
Do zadań zamieszczonych w każdej części zbioru podano odpowiedzi, tak aby uczeń 
rozwiązujący samodzielnie zadania mógł zweryfikować wynik. 
	 	 	 	 	 	 	 	 	 Autorzy
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Zadania pomocne w przygotowaniu się do matury z matematyki
według nowej formuły od roku 2023

I. LICZBY RZECZYWISTE

Zadanie 1. (1 pkt)

Dane są liczby 3 3a  i 3 2b .

Oceń prawdziwość poniższych zdań; zaznacz P, jeśli zdanie jest prawdziwe, 
albo F – jeśli jest fałszywe.

Liczba 2 3a b  jest liczbą ujemną. P F

Liczba 33a  jest liczbą wymierną. P F

Zadanie 2. (2 pkt)

Dane są liczby 27a , 6 27b .

Uzupełnij tabelę; do każdego z poniższych sformułowań dobierz właściwe dokoń-
czenie spośród A–D, tak aby utworzone zdanie było prawdziwe.

2.1 Iloraz liczby a  przez liczbę b  jest równy

2.2 Iloczyn liczb a  i b  jest równy

A. 1 B. 3 C. 9 D. 27

Zadanie 3. (2 pkt)

Dane są liczby 325 27 27a  oraz 
3

10 3
125

b .

Uzupełnij tabelę; do każdego z poniższych sformułowań dobierz właściwe dokoń-
czenie spośród A–D, tak aby utworzone zdanie było prawdziwe.

3.1 Liczba a  jest liczbą

3.2 Liczba b  jest liczbą

A. niewymierną B. pierwszą C. nieparzystą  D. parzystą

Zadanie 4. (1 pkt)

Uzupełnij poniższe zdania; wybierz odpowiedź spośród oznaczonych literami A 
i B oraz odpowiedź spośród oznaczonych literami C i D.

Liczba 316 8 + 8  jest liczbą A / B.

A. wymierną B. niewymierną

Wartość wyrażenia 
3

4 1
a

 jest liczbą ujemną dla C / D.

C. a = 64 D. a = 27

Zadania pomocne w przygotowaniu się do matury z matematyki
według nowej formuły od roku 2023

CZĘŚĆ TRZECIA

Gps w labiryncie matematyki. Przykładowy fragment
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Zadanie 5. (2 pkt)

Dane są liczby 16 3 16 3a  i 5 3b .

Dokończ zdanie; wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla każdej z nich otrzymane 
zdanie było prawdziwe.

Liczby a  i  b  spełniają warunek

A. 10 5a b  B. 4 5a b

C. 21 7 5a b  D. 4 5a b

E. 21 7 5a b

Zadanie 6. (1 pkt)

Dane są liczby 
2 3

33 2 2 3a  i 4 2b .

Porównaj liczby a i b, uzupełnij zdanie, tak aby było prawdziwe.

Liczba a  jest . . . . . . . . . od liczby b .

Zadanie 7. (1 pkt)

Dane są liczby 3 5 i 6 5x y

Uzupełnij zdanie; wpisz odpowiednią liczbę w wykropkowane miejsce, tak aby 
zdanie było prawdziwe.

Wartość wyrażenia 2x y  jest równa . . . . . . . . . .

Zadanie 8. (2 pkt)

Dane są liczby: 
4 27
3

a , 
4

1
3 27

b , 
5
 43c , 

4

3
27

d  oraz 
1
43e .

Dokończ zdanie; wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla każdej z nich otrzymane 
zdanie było prawdziwe.

Prawdziwa jest równość:

A. e = a B. e = b C. e = c D. e = d E. a = 3c F. c = 3d

Zadanie 9. (2 pkt)

Dokończ zdanie; wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla każdej z nich otrzymane 
zdanie było prawdziwe.

Liczba 2 8
2

 jest

A. liczbą niewymierną. B. równa 1 . C. równa 1 8 .

D. liczbą całkowitą. E. równa 2 2 . F. równa 

2
2 8

2
.

Zadanie 10. (1 pkt)

Dane są liczby  1 2 5a  i  4 5b .

Czy liczba 2a b  jest wymierna? Wybierz odpowiedź A albo B i jej uzasadnienie 

spośród 1., 2. albo 3.
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A. Tak,

ponieważ

1.
2

21 2 5 19.

2. 21 4 5 4 5 = 21.

B. Nie,
3.

2
21 2 5 4 5 21 4 5.

Zadanie 11. (1 pkt)

Dane są liczby 32 3a  i 3 24b .

Czy liczba 332 3 24   jest równa 0? Wybierz odpowiedź A albo B i jej uza-

sadnienie spośród 1., 2. albo 3.

A. Tak,

ponieważ

1. liczba b  jest liczbą przeciwną do liczby a .

2. iloczyn liczb b i a jest liczbą ujemną.

B. Nie, 3. różnica liczb a – b jest liczbą dodatnią.

Zadanie 12. (1 pkt)

Dane są liczby 
3 6

2

2 2
2

a  i 

1 3
2 2

2

3 3 .
3

b

Uzupełnij zdanie; wpisz odpowiednią liczbę w wykropkowane miejsce, tak aby 
zdanie było prawdziwe.

Liczba a jest o . . . . . . . . . mniejsza od liczby b.

Zadanie 13. (2 pkt)

Dana jest liczba 
4

8 3

63
3 7

a .

Uzupełnij tabelę; do każdego z poniższych sformułowań dobierz właściwe dokoń-
czenie spośród A–D, tak aby utworzone zdanie było prawdziwe.

13.1 Liczba 
2

5a  jest równa

13.2 Liczba 2 26a jest równa

A. 1 B. 4 C. 13 D. 24

Zadanie 14. (1 pkt)

Dane jest wyrażenie 
26 27 28

37 7

2 2 2

2 2
.

Czy wartość tego wyrażenia jest liczbą podzielną przez 7? Wybierz odpowiedź 
A albo B i jej uzasadnienie spośród 1., 2. albo 3.

A. Tak,

ponieważ

1. liczba 262  nie jest podzielna przez 7.

2. wartość tego wyrażenia można zapisać w postaci 27 .2

B. Nie,
3. wykładnik potęgi 282  jest podzielny przez 7.
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101a) baza 2 a1) 2 a2) 5 a3) 8

b) baza 1 oraz 4 b.1) 1,2 oraz 5,4 b.2) 6 oraz 8 b.3) 1, 5, 6

c) baza 2, 3, 4, 7, 8 c.1) 8, 9, 10, 15 c.2) 5, 12 c.3) 3

102) baza 4 5
5

102.1) 14
3

102.2) 12
7

102.3) 12
7

102.4) 5 2     
2

102.5) 478
75

103) baza 6
5

, 4 103.1) 46
15

,  4 103.2) 9
5

, 3 103.3) 18
5

, 5

104) baza 265,
7

x 104.1) 171,
5

x 104.2) 9, 10x 104.3) 123,
5

x

ODPOWIEDZI DO CZĘŚCI TRZECIEJ

I. LICZBY RZECZYWISTE

1. P, P 2.1 B 2.2 C 3.1 A 3.2 C 4. B, D 5. B, E

6. Liczba a jest mniejsza od liczby b

7. Wartość wyrażenia 2x y  jest równa 14.

8. A, F 9. B, D 10. TAK, 2 11. TAK, 1

12. Liczba a jest o 49 mniejsza od liczby b 13.1 B 13.2 C

14. TAK, 2

15.1 B 15.2 A 16. B, E 17. A, D 18. TAK, 2

19.1 C  19.2 D 20. Nie, 3 21.TAK, 2 22. F, P

23. B, C 24. NIE, 3 25.1 B 25.2 C 26. F, P

27. Do zbioru rozwiązań tej nie należą następujące liczby naturalne: 2, 3, 4

28.1 B 28.2 C 29. B, D 30. TAK, 1

II. WYRAŻENIA ALGEBRAICZNE

31.1 C 31.2 A 32.1 C 32.2 D 33. B, C

34. P, P 35. A, C 36. B, F 37. P, F

38. Pierwiastkami wielomianu H x  są liczby  2, 2. 39. P, F 40. F, P

41. B, D 42. Dla 3x  wartość wielomianu jest równa 4 3.

43. P, P 44. P, F 45. P, F 46.1 A  46.2 B 47. B, E 48. A, F

49. Wartość wyrażenia dla 2 2x  jest większa od wartości tego wyrażenia dla 3 2.x
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format 165 x 235 mm
stron 160
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Oddajemy do rąk Uczniów i Nauczycieli Typologię zadań maturalnych. Jakie są podstawy takie-
go podejścia do zadań i arkusza maturalnego od 2023 roku? Zacznijmy od początku.
W arkuszu egzaminacyjnym będzie od 29 do 40 zadań, znajdą się w nim się zarówno zadania za-
mknięte, jak i otwarte. Będą występowały wiązki zadań lub pojedyncze zadania. Będzie co naj-
mniej 13 typów zadań! (do 2022 roku były tylko 3).
Oto wykaz typów zadań maturalnych na poziomie podstawowym.
1. Zdający wybiera jedną odpowiedź spośród A–D
2.  Zdający wybiera jedną odpowiedź spośród A–c oraz wybiera jedno uzasadnienie tej  
 odpowiedzi spośród 1.–3. (Ale tabelka może mieć różne rozmiary, np. 2 × 2, 2 × 3).
3.  Zdający wybiera dwie odpowiedzi spośród A–F.
4.  Zdający wybiera dwie odpowiedzi spośród A–G.
5.  Zdający wybiera jedną odpowiedź spośród A–c oraz wybiera jedną odpowiedź spośród D–F.
6.  Zdający wybiera jedną odpowiedź spośród A–D oraz wybiera jedną odpowiedź spośród e–H.
7.  Zdający ocenia prawdziwość zdań (lub dokończeń zdań).
8.  Zdający dobiera/przyporządkowuje/zestawia odpowiedź (spośród podanych) do określonych 
 sytuacji/obiektów/elementów.
9. Zadanie otwarte za 1 punkt. … wykropkowane z miejscem do uzupełnienia lub krótkie zadanie.
10.  Zadanie otwarte za 2 punkty.
11.  Zadanie otwarte za 3 punkty.
12.  Zadanie otwarte za 4 punkty.
13.  WiĄZKA. Wiązka zadań to zestaw od dwóch do czterech zadań występujących we wspólnym
 kontekście tematycznym, przy czym każde z zadań wiązki można rozwiązać niezależnie od 
 rozwiązania innych zadań w danej wiązce. Wiązka zadań może się składać zarówno z zadań 
 zamkniętych, jak i z zadań otwartych.
Bardzo nam zależy, aby Typologia zadań maturalnych stała się bazą do ćwiczeń i okazją do oswo-
jenia się z tak dużą różnorodnością zadań. W naszym przekonaniu właśnie taka różnorodność 
sprawia, że matura z matematyki od 2023 będzie egzaminem innym i dużo trudniejszym. 

                                                                                                                                                   Zespół autorski

Wstęp ............................................................................5
1. Liczby i działania na nich ..............................7
2. Logarytmy i obliczenia procentowe ......13
3. Wyrażenia algebraiczne .............................18
4. Wartość bezwzględna i własności  
 funkcji .................................................................24
5. Funkcja liniowa ..............................................33
6. równania, nierówności ..............................43
7. Własności funkcji kwadratowej ..............49
8. Nierówności kwadratowe ..........................56
9. Wielomiany ......................................................62
10. Wyrażenia wymierne, równania  
 wymierne ..........................................................69
11. ciągi liczbowe .................................................75

12. ciąg arytmetyczny i geometryczny ...........82 
13. planimetria cz. 1. pola i obwody figur ......89
14. planimetria cz. 2. twierdzenie  
 cosinusów, twierdzenie o stycznej ........95
15. planimetria cz. 3. Kąty w kole  
 i twierdzenia talesa ................................. 102
16. trygonometria ............................................ 111
17. Geometria analityczna ............................ 117
18. stereometria ................................................ 123
19. statystyka ..................................................... 129
20. Kombinatoryka ........................................... 134
21. rachunek prawdopodobieństwa ........ 140
Odpowiedzi .......................................................... 146

Spis treści

Wstęp
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69

10. Wyrażenia wymierne, równania wymierne

Zadanie 1. (0-1)

2  
4

x
x

A. R {2} B. R { 4} C. R { } D. R {0}

Zadanie 2. (0-1)

7 3,k
2 9  

3
k
k

 k 

A. 7 B. 7 6 C. 7 6 D.
7

7 6

Zadanie 3. (0-2)

 x y
1 3

2
x
y

x y
y

.

Zadanie 4. (0-2)

 x 
3 2
3 3

x
x

.

A. 15x B. 1x C. 21x D. 15x

E.  225x F. 21x G.  225x  H. 1x
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Zadanie 5. (0-1)

1.
2 1 0

1
x
x

F

2.
2 1 0

1
x
x

F

Zadanie 6. (0-1)

 x m
1 0x m

x m
.

1. m=1  R {1}. P F

2. m=0  R {0}. P F

Zadanie 7. (0-3)
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Wstęp

 podczas nauki matematyki uczniowie często korzystają z tzw. tablic matural-
nych, czyli „Wybranych wzorów matematycznych” opracowanych przez centralną 
Komisję egzaminacyjną. Wielu uczniów, a w szczególności maturzystów, podczas 
wprowadzania różnych zagadnień matematycznych pyta mnie: „czy to jest w tabli-
cach maturalnych?”.
Jeśli okazuje się, że jest, to widzę w ich oczach spokój, ale jeśli odpowiadam, że nie 
ma, to widzę pewne przerażenie, szczególnie kiedy podkreślam, że to bardzo waż-
ne zagadnienie maturalne. Wtedy uczniowie znowu pytają: „czy mogę im podać te 
ważne rzeczy, których nie ma w tablicach maturalnych, a które są szczególnie waż-
ne i często bywają na maturze?”.
 Książka „porady i wskazówki, których nie ma w tablicach maturalnych” jest 
właśnie odpowiedzią na takie pytania, kierowaną zwłaszcza do maturzystów, aby 
mogli lepiej przygotować się do egzaminu. powstała ona na podstawie mojego wie-
loletniego doświadczenia w nauczaniu matematyki, jak również wieloletniego do-
świadczenia w sprawdzaniu prac maturalnych (jako egzaminatora i weryfikatora). 
Książka zawiera bardzo przydatne porady i wskazówki – i co ważne – wraz z przy-
kładami ich zastosowania. Każdy maturzysta powinien je znać i umieć zastosować, 
jednak wiemy (myślę, że zgodzą się tu ze mną również inni nauczyciele), że spora 
część uczniów ich nie pamięta, a nawet niektórych nie zna. Wskazówki podzielone 
są tematycznie, aby łatwiej było znaleźć potrzebą poradę i przykład.
W książce uwzględniono wymagania na maturę 2023!
 A zatem zachęcam do poczytania „porad i wskazówek...”, życzę przyjemnej  
i owocnejpracy, a przede wszystkim powodzenia na maturze!

                                                                             dr Tomasz Grębski
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Wstęp
 
 Wielu uczniów i nauczycieli nie lubi zadań dowodowych i uważa je za trud-
ne. Jednak wystarczy zauważyć, że twierdzenie jest po prostu stwierdzeniem 
faktu, a dowód jest wyjaśnieniem, dlaczego to twierdzenie jest prawdziwe. roz-
wiązując dowolne zadanie rachunkowe, wielokrotnie dowodzimy prawdziwość 
drobnych faktów, nawet tego nie zauważając. Dowód to każde uzasadnienie-
„dlaczego”coś jest prawdziwe. W tym zbiorze zajmiemy się takimi twierdzenia-
mi, których dowody wymagają tylko dwóch kroków. Zazwyczaj jeden z tych kro-
ków wykorzystuje podane założenia, drugi – posiadaną wiedzę matematyczną.
 Wiele twierdzeń ma taką formę: 
 Twierdzenie 1. Jeśli zdanie A jest prawdziwe, to zdanie B też jest praw-
dziwe.
 Dowód takiego twierdzenia (implikacji) to wyjaśnienie, dlaczego zdanie B 
musi być prawdziwe, jeśli zdanie A jest prawdziwe. Dowód wprost zaczyna się 
od założenia, że zdanie A jest prawdziwe (w końcu piszemy „jeśli A jest prawdzi-
we” i to jest nasze założenie). Zresztą, jeśli zdanie A jest fałszywe, to nie mamy 
się czym martwić. A więc, przypuszczamy, że zdanie A jest prawdziwe i zapisu-
jemy to w dowodzie jako pierwszy krok. to jest informacja, której możemy użyć 
w dalszych działaniach.Dalej postępujemy logicznie, krok po kroku, aż dojdzie-
my do stwierdzenia, że zdanie B jest prawdziwe.
 Ważne jest, aby takie działania zapisywać w języku polskim. są wprawdzie 
znaki matematyczne, którymi można zapisać część rozumowania, ale dla czytel-
ności takiego zapisu nie należy moim zdaniem zastąpić całkowicie języka pol-
skiego w zapisie. 
 Koniec rozumowania zapisujemy słowami „koniecdowodu” lub innym 
oznaczeniem.
   
         Autorka

Spis treści
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Sto dowodów matematycznych. Przykładowy fragment
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Żadna nauka nie wzmacnia tak wiary w potęgę umysłu ludzkiego  
jak matematyka.

Hugo Steinhaus

 Biorąc do ręki ten wybór zadań, można zadać sobie pytanie: „skąd ten tytuł? 
Dlaczego zadania na 6?”. Może dlatego, że 6 jest liczbą doskonałą, taką, która jest rów-
na sumie wszystkich swoich dzielników, za wyjątkiem ostatniego (samej liczby). Na-
stępnymi liczbami doskonałymi są: 28, 496, 8128, 33550336, … . Obok liczb dosko-
nałych jest jeszcze wiele innych liczb o ciekawych własnościach: liczby Fibonacciego, 
catalana itd. ta paralela (również podczas rozwiązywania zadań) może być podstawą  
do zaproponowania uczniom projektu jako metody nauczania. taką możliwość eks-
ponują wplecione w zbiór cztery artykuły.

 Nauczyciele powinni dostarczać swoim najlepszym uczniom interesujących  
i trudnych zadań, które pomogą im wciąż dostrzegać magię w  matematyce. Zadania 
zamieszczone w tym zbiorze są rozwiązane, ale są to tylko przykłady prawidłowych 
rozwiązań. Matematyka, jak żaden inny przedmiot, ma wyjątkową cechę: umożli-
wia indywidualną sprawczość – większość zadań można bowiem rozwiązać na wie-
le sposobów. Dodatkowo, dzięki tej własności, jeśli tylko matematyce na to pozwo-
limy, uczyni z nas matematycznych odkrywców; nas – nauczyciela i ucznia.

 Zachęcam Was, drodzy czytelnicy, do podjęcia samodzielnej próby znalezie-
nia własnych metod rozwiązania. Nie zniechęcajcie się, jeśli za pierwszym razem roz-
wiążecie samodzielnie niewiele zadań z tej książki. Zadania mają być trudne, a niektó-
re problemy będą wymagać od Was wielokrotnego, uważnego czytania i wielu prób 
ich rozwiązań, nawet w ciągu kilku miesięcy. Zalecam czytanie rozwiązań, nawet jeśli 
zadanie zostanie rozwiązane poprawnie. czytanie tekstu rozwiązania też jest nauką. 
śledząc metodę rozwikłania matematycznego problemu, możecie znaleźć inną stra-
tegię niż ta, której użyliście do rozwiązania danego zadania i która będzie przydatna 
w innym poleceniu. Zdarzy się też tak, że uzyskacie bardziej wysmakowane i błysko-
tliwe rozwiązania, niż te przedstawione przez autora.

 W niektórych rozwiązaniach pojawiają się obliczenia wykonane z zastoso-
waniem cAs GeoGebry. Jest to zabieg celowy, pokazujący, że nie trzeba tracić cza-
su na żmudne rachunki. Wiele wykresów (jeśli nie były głównym celem zadania) 
wykonałem też w GeoGebrze: są precyzyjne i estetyczne. W tym miejscu wspomnę 
jeszcze o możliwości zmieniania zadań choćby poprzez zmianę danych lub pew-
nych warunków. Zapewniam, że GeoGebra jest niezastąpiona w szybkim sprawdza-
niu możliwości rozwiązania.

 chciałbym, aby – dzięki tej książce – nauczyciele umieli wykorzystać drze-
miący w nich dydaktyczny entzjazm mentora, a ich uczniowie – by poczuli spraw-
czą moc swego intelektu. pozwólcie zatem, że zabiorę Was w świat matematycznej 
magii…

         Autor
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WSTĘP
 W roku szkolnym 2021/2022 na Opolszczyźnie odbyły się LiV zawody Małej 
Olimpiady Matematycznej. Jest to jeden z najdłużej istniejących regionalnych 
konkursów matematycznych dla młodzieży szkół ponadpodstawowych w polsce. 
pierwsze zawody odbyły się w roku szkolnym 1967/1968. Zawody te od samego 
początku mają formułę zawodów drużynowych oraz indywidualnych. Do roku 
szkolnego 1977/1978 w zawodach uczestniczyli uczniowie tylko drugich klas 
szkół ponadpodstawowych. W latach 1978/1979 i 1979/1980 w drużynie szkolnej 
był również jeden uczeń klasy pierwszej. Od roku szkolnego 1980/1981 drużyna 
szkolna składa się z czterech uczniów dowolnej klasy.

 Organizatorem Małej Olimpiady Matematycznej jest Kuratorium Oświaty 
w Opolu. Zadania od i do XXXV (2001/2002) Małej Olimpiady Matematycznej 
opracowywał zmarły w tym roku pan stanisław Zieleń. to wielce zasłużona postać 
dla opolskiej oświaty –nauczyciel, metodyk i doradca, autor podręczników do 
nauczania matematyki w szkołach średnich oraz różnorodnych zbiorów zadań. Od 
XXXVi Małej Olimpiady Matematycznej za zadania jest odpowiedzialna Komisja 
Konkursowa powoływana przez Kuratorium Oświaty w Opolu.

 Zamieszczone zadania, oprócz walorów historycznych, mogą być świetną pomocą 
w przygotowaniu się do udziału w różnorodnych konkursach matematycznych. 
Zadania te również mogą być pomocne dla maturzystów przygotowujących się do 
matury z matematyki na poziomie rozszerzonym. Do wszystkich zadań dołączone 
są rozwiązania.

 Dziękuję wszystkim, którzy mnie zachęcali do opracowania tego bogatego 
materiału. szczególnie dziękuję panu Dyrektorowi Mariuszowi Mączyńskiemu z 
Oficyny pazdro oraz redaktorowi tego wydawnictwa - panu Doktorowi tomaszowi 
szwedowi. Dziękuję również mojej Żonie, że cierpliwie i ze zrozumieniem znosi 
moje zaangażowanie w zadania matematyczne.
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4. Funkcje i wielomiany

Zadanie 4.1. [1980/1981, zawody szkolne]
Funkcja f ma następującą własność: dla każdej liczby rzeczywistej x, 

( )1
3

f x f x + = 
 

 oraz ( )0 1f = , ( )0,5 2f = . Wyznaczyć wartości tej fun- 

kcji dla 1 2 5 2,  ,  ,1 ,1 ,  2
3 3 6 3

x = .

Rozwiązanie

( )1 10 0 1
3 3

f f f   = + = =   
   

2 1 1 1 1
3 3 3 3

f f f     = + = =     
     

5 1 1 1 2
6 2 3 2

f f f     = + = =     
     

( ) 2 1 21 1
3 3 3

f f f   = + = =   
   

( )1 11 1 1 1
3 3

f f f   = + = =   
   

2 1 1 11 1 1 1
3 3 3 3

f f f     = + = =     
     

( ) 2 1 22 1 1 1.
3 3 3

f f f   = + = =   
   

Zadanie 4.2. [1980/1981, zawody szkolne]
Naszkicować wykres funkcji f, która każdej liczbie rzeczywistej m przypo-
rządkowuje liczbę pierwiastków równania ( )2 21 4 1 0m x x+ − + = .

Rozwiązanie
Dla 1m = −  jedno rozwiązanie.

( ) ( )( ) ( )( )2 216 4 1 4 4 1 4 3 5m m m m∆ = − + = − + = − + .

M

M
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4. Funkcje i wielomiany

Zadanie 4.1. [1980/1981, zawody szkolne]
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3
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kcji dla 1 2 5 2,  ,  ,1 ,1 ,  2
3 3 6 3

x = .

Rozwiązanie
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2 1 1 11 1 1 1
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( ) 2 1 22 1 1 1.
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Zadanie 4.2. [1980/1981, zawody szkolne]
Naszkicować wykres funkcji f, która każdej liczbie rzeczywistej m przypo-
rządkowuje liczbę pierwiastków równania ( )2 21 4 1 0m x x+ − + = .

Rozwiązanie
Dla 1m = −  jedno rozwiązanie.
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M

M
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Rozwiązanie
Niech b będzie pierwiastkiem dwukrotnym. Wtedy

( ) ( )23 6x x a x b x c− + = − −

Po przekształceniu otrzymujemy
( ) ( )3 3 2 2 26 2 2x x a x b c x bc b x cb− + = − + + + −

Wtedy
              

                 

                    

2 2

2 3

4 2 4 22 0 2
2 6 2 2  lub 2

2 2 2 2 2

a ab c c b
b bc b b b

cb a a b c c

 = = −+ = = −      + = − ⇔ = ⇔ = = −   
   − = = = − =    

Łatwo sprawdzić, że 2  jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu 
3 6 4 2x x− + , natomiast 2−  jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu 
3 6 4 2x x− − .

Odp. 4 2a =  i pierwiastkiem podwójnym jest 2 .

4 2a = −  i pierwiastkiem podwójnym jest 2− .

II sposób
Niech ( ) 3 6P x x x a= − + .
Wtedy ( ) 23 6P x x′ = − . Pierwiastkiem dwukrotnymi mogą być liczby: 

2 lub 22− .
Wtedy, gdy ( )2 0P = , to ( )32 6 2 0a− + = , czyli 4 2a = .

Można zauważyć, że 2  nie jest pierwiastkiem trzykrotnym.

Liczba 2−  jest pierwiastkiem dwukrotnym dla 4 2a = − .

Zadanie 4.5. [1981/1982, klasa 2, zawody szkolne]
Naszkicować wykresy funkcji:

( )2 21 1
2 2

y x x x x= − + −  oraz ( )2 21 1
2 2

y x x x x= − − − .

Rozwiązanie

( )
2 2

2 2
1 2

,  dla 01 1
2 2 0,           dla 0

x x x x
y x x x x

x x
− − ≥

= − + − = 
− <

M
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Dla { } 5, 3m ∈ −  jedno rozwiązanie.

Dla ( ) ( )  5, 1 1, 3m ∈ − − ∪ −  dwa rozwiązania.

Dla ( ) ( )  , 5 3,m ∈ −∞ − ∪ + ∞  nie ma rozwiązania, czyli zero rozwiązań.

10 2 3 4–2 –1–4–5 –3

1

2

x5

Zadanie 4.3. [1980/1981, klasa 2, zawody woj.]
Wykazać, że zbór wartości wielomianu
( ) ( ) ( )2 2,  2 2 1 1w x y xy xy x= − + − + −  składa się ze wszystkich liczb do-

datnich.
Rozwiązanie

( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 22 2

, 4 4 2 2 1

.2 1 1

w x y xy xy xy x

xy xy x xy x

= − + + − + − =

= − + + = − +

Zatem ( ) , 0w x y ≥ .
Czy może być ( ) , 0w x y = ?
Tak byłoby, gdyby jednocześnie 1xy =  i 0x = , a to jest niemożliwe.
Zatem ( ) , 0w x y > .
Musimy jeszcze wykazać, że każda liczba dodatnia jest wartością wielomianu w.

Dla każdej liczby dodatniej t mamy: ( ) 

2
21 1, 1 .w t t t t

t t
   = ⋅ − + =   
   

Zatem udowodniliśmy, że zbiorem wartości wielomianu ( ),  w x y  jest prze-

dział ( ) 0, .+ ∞

Zadanie 4.4. [1981/1982, klasa 2, zawody szkolne]
Wiadomo, że wielomian 3 6x x a− +  w ma pierwiastek podwójny.
Znaleźć pierwiastek i liczbę a.

M
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Rozwiązanie
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II sposób
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x x
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= − + − = 
− <

M
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Dla { } 5, 3m ∈ −  jedno rozwiązanie.

Dla ( ) ( )  5, 1 1, 3m ∈ − − ∪ −  dwa rozwiązania.

Dla ( ) ( )  , 5 3,m ∈ −∞ − ∪ + ∞  nie ma rozwiązania, czyli zero rozwiązań.
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Zadanie 4.3. [1980/1981, klasa 2, zawody woj.]
Wykazać, że zbór wartości wielomianu
( ) ( ) ( )2 2,  2 2 1 1w x y xy xy x= − + − + −  składa się ze wszystkich liczb do-

datnich.
Rozwiązanie

( ) ( )
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2 2

2 22 2

, 4 4 2 2 1

.2 1 1

w x y xy xy xy x

xy xy x xy x

= − + + − + − =

= − + + = − +

Zatem ( ) , 0w x y ≥ .
Czy może być ( ) , 0w x y = ?
Tak byłoby, gdyby jednocześnie 1xy =  i 0x = , a to jest niemożliwe.
Zatem ( ) , 0w x y > .
Musimy jeszcze wykazać, że każda liczba dodatnia jest wartością wielomianu w.

Dla każdej liczby dodatniej t mamy: ( ) 
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Zatem udowodniliśmy, że zbiorem wartości wielomianu ( ),  w x y  jest prze-

dział ( ) 0, .+ ∞

Zadanie 4.4. [1981/1982, klasa 2, zawody szkolne]
Wiadomo, że wielomian 3 6x x a− +  w ma pierwiastek podwójny.
Znaleźć pierwiastek i liczbę a.

M
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2. Stereometria

Zadanie 2.1. [1980/1981, klasa 3, zawody woj.]

Rozstrzygnąć, czy czworościan foremny o krawędzi, której długość wynosi 2 
może zwierać się w prostopadłościanie o wymiarach: 2,  2, 2 .

Rozwiązanie
Tak.

W sześcian ABCDEFGH o boku 
długości 2  mieści się czworo-
ścian foremny o boku 2.
Sześcian o boku długości 2
mieści się w prostopadłościanie 
o bokach długości 2,  2,  2.

Zadanie 2.2. [1983/1984, klasa 3, zawody woj.]

Przez środek ciężkości ściany czworościanu foremnego poprowadzono płasz-
czyznę równoległą do dwóch skośnych krawędzi. Obliczyć pole przekroju 
tego czworościanu daną płaszczyzną, jeżeli długość krawędzi czworościanu 
jest równa 1.

Rozwiązanie
Niech punkt G będzie punkt przecięcia środ-
kowych BF i CE w trójkącie ABC. Punkt 
ten jest środkiem ciężkości ściany ABC 
czworościanu ABCD (zobacz rysunek).
Płaszczyzna równoległa do krawędzi BD 
i AC przecina krawędzie AB, BC, CD,
AD w punktach odpowiednio P, Q, R, S. 
Wtedy

 i PQ AC RS AC PQ RS⇒  

 i PS BD QR BD PS QR⇒  

A

D
C

B

G

FE

H

M

A

Q

C

B

G

F

EP

S

R

D
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Zatem czworokąt PQRS jest równoległobokiem.
2 2
3 3

PQ AC= =

1 1
3 3

PS BD= =

 i  i PS BD PQ AC BD AC PS PQ⊥ ⇒ ⊥ 

Zatem PQRS jest prostokątem.

Pole przekroju równa się 2
9

.

Zadanie 2.3. [1985/1986, klasa 3, zawody szkolne]

W jakim stosunku przecinają się wysokości w czworościanie foremnym?

Rozwiązanie
Niech AA1, DD1 będą wysokościa-
mi czworościanu ABCD o krawę-
dzi długości a.

Wtedy

3
2

aAF BG CE DF= = = =

1 1
1 3
3 6

aFD AF FA= = =

1 1
2 3
3 3

aAD AF DA= = =

2 2
1 1

2 2 2 2 23 3 3 3 24 6
4 36 4 36 36 3

DD DF D F

aa a a a a

= − =

= − = − = =

Tró jkąty 1DD F  i 1DSA  są podobne. Zatem

1 1

DS DF
SA FD

=

Wykorzystując, że 1 1SA SD=  otrzymujemy

M

A

C

B

G

F

E

A1

S

D1

D
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1

3
32 3
13

6

a
DS
SD a

= = =

Punkt przecięcia wysokości dzieli je w stosunku 3 : 1.

Zadanie 2.4. [1986/1987, klasa 4, zawody szkolne]

Proste równoległe a i b są zawarte w jednej półprzestrzeni otwartej wyzna-
czonej przez płaszczyznę P. Wyznaczyć na płaszczyźnie P taką prostą p, aby 
płaszczyzny: pł.(a, p) i pł.(b, p) tworzyły z płaszczyzną P kąty dwuścienne 
przystające.

Rozwiązanie
Niech a′ będzie prostą symetryczną do prostej a względem płaszczyzny P.
Prosta p jest krawędzią przecięcia płaszczyzny P i płaszczyzny zawierającej 
proste a′ i b,

b

P

b

P

p

aa'

2. Stereometria



63

format 165 x 235 mm
stron 336



64

Spis treści

ROZDZIAŁ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  .   7
1.1. Liczby pierwsze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . 7
1.2. Niewymierność liczb  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  12
1.3. Pierwiastki trójmianu kwadratowego  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  17
1.4. Podstawowe własności potęg i logarytmów  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  24
1.5. Dzielenie wielomianów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  36
1.6. Ciąg arytmetyczny oraz ciąg geometryczny  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  43
1.7. Twierdzenia o kątach w okręgu  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
1.8. Twierdzenie o odcinkach w trójkącie prostokątnym . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
1.9. Twierdzenie o dwusiecznej  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  84
1.10. Wzory na pole trójkąta  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  92
1.11. Twierdzenie sinusów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  99
1.12. Twierdzenie cosinusów i twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa . . . . . . . . . . . 105
ROZDZIAŁ 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
2. Rozwiązania do rozdziału 1. . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   120
2.1. Liczby pierwsze  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
2.2. Niewymierność liczb . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  122
2.3. Pierwiastki trójmianu kwadratowego  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
2.4. Podstawowe własności potęg i logarytmów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  126
2.5. Dzielenie wielomianów . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   130
2.6. Ciąg arytmetyczny oraz ciąg geometryczny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  132
2.7. Twierdzenie o kątach w okręgu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  141
2.8. Twierdzenie o odcinkach w trójkącie prostokątnym . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144
2.9. Twierdzenie o dwusiecznej   . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
2.10. Wzory na pole trójkąta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  159
2.11. Twierdzenie sinusów  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  166
2.12. Twierdzenie cosinusów (Carnota) i twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa  . .  173
ROZDZIAŁ 3  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  181
3.1. Kombinatoryka   . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  181
3.2. Dwumian Newtona i inne wzory skróconego mnożenia . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  .  .  .  . .  186
3.3. Wzory Viete’a   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  195
3.4. Wzory trygonometryczne    . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  204
3.5. Punkty szczególne trójkąta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  216
3.6. Czworokąt wpisany w okrąg  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   236
3.7. Czworokąt opisany na okręgu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249
3.8. Twierdzenie o prostej prostopadłej do płaszczyzny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  253
3.9. Twierdzenie o trzech prostych prostopadłych   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  259
ROZDZIAŁ 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  263
4. Rozwiązania do rozdziału 3   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  263
4.1. Kombinatoryka . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  263
4.2. Dwumian Newtona i inne wzory skróconego mnożenia   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  269
4.3. Wzory Viete’a   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   274
4.4. Wzory trygonometryczne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  277
4.5. Punkty szczególne trójkąta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  281
4.6. Czworokąt wpisany w okrąg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  292
4.7. Czworokąt opisany na okręgu   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  301
4.8. Twierdzenie o prostej prostopadłej do płaszczyzny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  308
4.9. Twierdzenie o trzech prostych prostopadłych   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  310
ROZDZIAŁ 5.  Uzupełnienie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 314



65



66

Twierdzenia i dowody. Przykładowy fragment



67



68



69

format 165 x 235 mm
stron 208



70

„Zadania i problemy matematyczne…” adresujemy przede wszystkim do uczniów 
-
-
-

-

uczniów.

  zadania – „startery”
  zadania – problemy
  

-

-

Spis treści

 ................................................................................

 .....................................................................

 .............................................

    Zadania ..............................................................................................

    Odpowiedzi .......................................................................................
50

„Zadania i problemy matematyczne…” adresujemy przede wszystkim do uczniów 
-
-
-

-

uczniów.

  zadania – „startery”
  zadania – problemy
  

-

-

Spis treści

 ................................................................................

 .....................................................................

 .............................................

    Zadania ..............................................................................................

    Odpowiedzi .......................................................................................
51

7070



71

„Zadania i problemy matematyczne…” adresujemy przede wszystkim do uczniów 
-
-
-

-

uczniów.

  zadania – „startery”
  zadania – problemy
  

-

-

Spis treści

 ................................................................................

 .....................................................................

 .............................................

    Zadania ..............................................................................................

    Odpowiedzi .......................................................................................
50

„Zadania i problemy matematyczne…” adresujemy przede wszystkim do uczniów 
-
-
-

-

uczniów.

  zadania – „startery”
  zadania – problemy
  

-

-

Spis treści

 ................................................................................

 .....................................................................

 .............................................

    Zadania ..............................................................................................

    Odpowiedzi .......................................................................................
51

7171



72 6

S
T
A
R
T
E
R
Y

 a) 10 2 21

3 2 3 2

2

− − +( )
 c) 3 1 3 1

3 2

−( ) − +( )

 a) 7 3

7 3

−

+

1

7 3
3 3

 c) 1

16 4 1
3 3− +

1.1.

1.2.

7

P
R
O
B
L
E
M
Y

o Ox
o o1 o równaniu x y−( ) + +( ) =3 5 25

2 2

do prostej x y+ − =2 6 3 0.

o

Punkt S Ox
4 3 21 0x y− + =  oraz 3 4 28 0x y+ − = .

S -
padki.

a b c( )
-

a b c

-
mniej cztery dwójki.

-

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

Zadania i problemy matematyczne. Przykładowy fragment

52
6

S
T
A
R
T
E
R
Y

 a) 10 2 21

3 2 3 2

2

− − +( )
 c) 3 1 3 1

3 2

−( ) − +( )

 a) 7 3

7 3

−

+

1

7 3
3 3

 c) 1

16 4 1
3 3− +

1.1.

1.2.

7

P
R
O
B
L
E
M
Y

o Ox
o o1 o równaniu x y−( ) + +( ) =3 5 25

2 2

do prostej x y+ − =2 6 3 0.

o

Punkt S Ox
4 3 21 0x y− + =  oraz 3 4 28 0x y+ − = .

S -
padki.

a b c( )
-

a b c

-
mniej cztery dwójki.

-

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

Zadania i problemy matematyczne. Przykładowy fragment

52

6

S
T
A
R
T
E
R
Y

 a) 10 2 21

3 2 3 2

2

− − +( )
 c) 3 1 3 1

3 2

−( ) − +( )

 a) 7 3

7 3

−

+

1

7 3
3 3

 c) 1

16 4 1
3 3− +

1.1.

1.2.

7

P
R
O
B
L
E
M
Y

o Ox
o o1 o równaniu x y−( ) + +( ) =3 5 25

2 2

do prostej x y+ − =2 6 3 0.

o

Punkt S Ox
4 3 21 0x y− + =  oraz 3 4 28 0x y+ − = .

S -
padki.

a b c( )
-

a b c

-
mniej cztery dwójki.

-

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

53

Zadania i problemy. Przykładowy fragment

7272



736

S
T
A
R
T
E
R
Y

 a) 10 2 21

3 2 3 2

2

− − +( )
 c) 3 1 3 1

3 2

−( ) − +( )

 a) 7 3

7 3

−

+

1

7 3
3 3

 c) 1

16 4 1
3 3− +

1.1.

1.2.

7

P
R
O
B
L
E
M
Y

o Ox
o o1 o równaniu x y−( ) + +( ) =3 5 25

2 2

do prostej x y+ − =2 6 3 0.

o

Punkt S Ox
4 3 21 0x y− + =  oraz 3 4 28 0x y+ − = .

S -
padki.

a b c( )
-

a b c

-
mniej cztery dwójki.

-

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

Zadania i problemy matematyczne. Przykładowy fragment

52
6

S
T
A
R
T
E
R
Y

 a) 10 2 21

3 2 3 2

2

− − +( )
 c) 3 1 3 1

3 2

−( ) − +( )

 a) 7 3

7 3

−

+

1

7 3
3 3

 c) 1

16 4 1
3 3− +

1.1.

1.2.

7

P
R
O
B
L
E
M
Y
o Ox

o o1 o równaniu x y−( ) + +( ) =3 5 25
2 2

do prostej x y+ − =2 6 3 0.

o

Punkt S Ox
4 3 21 0x y− + =  oraz 3 4 28 0x y+ − = .

S -
padki.

a b c( )
-

a b c

-
mniej cztery dwójki.

-

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

Zadania i problemy matematyczne. Przykładowy fragment

52

6

S
T
A
R
T
E
R
Y

 a) 10 2 21

3 2 3 2

2

− − +( )
 c) 3 1 3 1

3 2

−( ) − +( )

 a) 7 3

7 3

−

+

1

7 3
3 3

 c) 1

16 4 1
3 3− +

1.1.

1.2.

7

P
R
O
B
L
E
M
Y

o Ox
o o1 o równaniu x y−( ) + +( ) =3 5 25

2 2

do prostej x y+ − =2 6 3 0.

o

Punkt S Ox
4 3 21 0x y− + =  oraz 3 4 28 0x y+ − = .

S -
padki.

a b c( )
-

a b c

-
mniej cztery dwójki.

-

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

53
7373



74 197

P
R

O
B

L
E

M
Y

 D
O

 S
A

M
O

D
Z

IE
L

N
E

G
O

 R
O

Z
W

IĄ
Z

A
N

IA
-

x  prawdziwa jest nie-
x(1 + x

sin

cos

3

4
6

x

x
tg x  0 2; .

x x x + sinx π; .

3

2
2

3 3
⋅ = +









⋅ +









cos sin cosx x xπ π

π; .

sin cos sinx x x−








⋅ +









=

π π

3 3
2

−π π; .

1sincossincos −=+⋅+ xxxx
π; .

x x −π π; .

1
2 3

sin
sin sin

x
x x x+ ⋅ =tg −2 2π π; .

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

66

O
D

P
O

W
IE

D
Z

I I R
O

Z
W

IĄ
Z

A
N

IA

a) 7 3 6 2 7  c) 4 3 14

a) 5 21

2

49 21 9

4

3 3 3

 c) 4 1

5

3

x y x y−








 + = −









 + =

61

12

25

144

11

12

25

144

2

2

2

2
 lub .

Rozwiązanie

S1(3, –5)
S x2( , 0)

O1 O2

5 r
r

x y� �−2 6 3 0

o1
o x Ox  

S = (x =−+x  jest równa r

zatem 
1 2 6 0 3

1 2 6

3

52
2

⋅ + ⋅ + −( )

+ ( )
= ⇔

−
=

x

r
x

r.

S S r x r x r
1 2

2 2 2

5 3 0 5 5 3 25 5= + ⇔ −( ) + +( ) = + ⇔ −( ) + = + .

Podstawiamy r x
=

− 3

5
 do równania x r−( ) + = +3 25 5

2

.

x x

x x

−( ) + = +
−

⋅

−( ) + = + −

3 25 5
3

5
5

5 3 25 25 3

2

2

|

1.1.

1.2.

1.3.

54
197

P
R

O
B

L
E

M
Y

 D
O

 S
A

M
O

D
Z

IE
L

N
E

G
O

 R
O

Z
W

IĄ
Z

A
N

IA
-

x  prawdziwa jest nie-
x(1 + x

sin

cos

3

4
6

x

x
tg x  0 2; .

x x x + sinx π; .

3

2
2

3 3
⋅ = +









⋅ +









cos sin cosx x xπ π

π; .

sin cos sinx x x−








⋅ +









=

π π

3 3
2

−π π; .

1sincossincos −=+⋅+ xxxx
π; .

x x −π π; .

1
2 3

sin
sin sin

x
x x x+ ⋅ =tg −2 2π π; .

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

66

O
D

P
O

W
IE

D
Z

I I R
O

Z
W

IĄ
Z

A
N

IA

a) 7 3 6 2 7  c) 4 3 14

a) 5 21

2

49 21 9

4

3 3 3

 c) 4 1

5

3

x y x y−








 + = −









 + =

61

12

25

144

11

12

25

144

2

2

2

2
 lub .

Rozwiązanie

S1(3, –5)
S x2( , 0)

O1 O2

5 r
r

x y� �−2 6 3 0

o1
o x Ox  

S = (x =−+x  jest równa r

zatem 
1 2 6 0 3

1 2 6

3

52
2

⋅ + ⋅ + −( )

+ ( )
= ⇔

−
=

x

r
x

r.

S S r x r x r
1 2

2 2 2

5 3 0 5 5 3 25 5= + ⇔ −( ) + +( ) = + ⇔ −( ) + = + .

Podstawiamy r x
=

− 3

5
 do równania x r−( ) + = +3 25 5

2

.

x x

x x

−( ) + = +
−

⋅

−( ) + = + −

3 25 5
3

5
5

5 3 25 25 3

2

2

|

1.1.

1.2.

1.3.

Zadania i problemy matematyczne. Fragment odpowiedzi

55
197

P
R

O
B

L
E

M
Y

 D
O

 S
A

M
O

D
Z

IE
L

N
E

G
O

 R
O

Z
W

IĄ
Z

A
N

IA

-

x  prawdziwa jest nie-
x(1 + x

sin

cos

3

4
6

x

x
tg x  0 2; .

x x x + sinx π; .

3

2
2

3 3
⋅ = +









⋅ +









cos sin cosx x xπ π

π; .

sin cos sinx x x−








⋅ +









=

π π

3 3
2

−π π; .

1sincossincos −=+⋅+ xxxx
π; .

x x −π π; .

1
2 3

sin
sin sin

x
x x x+ ⋅ =tg −2 2π π; .

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

66

O
D

P
O

W
IE

D
Z

I I R
O

Z
W

IĄ
Z

A
N

IA

a) 7 3 6 2 7  c) 4 3 14

a) 5 21

2

49 21 9

4

3 3 3

 c) 4 1

5

3

x y x y−








 + = −









 + =

61

12

25

144

11

12

25

144

2

2

2

2
 lub .

Rozwiązanie

S1(3, –5)
S x2( , 0)

O1 O2

5 r
r

x y� �−2 6 3 0

o1
o x Ox  

S = (x =−+x  jest równa r

zatem 
1 2 6 0 3

1 2 6

3

52
2

⋅ + ⋅ + −( )

+ ( )
= ⇔

−
=

x

r
x

r.

S S r x r x r
1 2

2 2 2

5 3 0 5 5 3 25 5= + ⇔ −( ) + +( ) = + ⇔ −( ) + = + .

Podstawiamy r x
=

− 3

5
 do równania x r−( ) + = +3 25 5

2

.

x x

x x

−( ) + = +
−

⋅

−( ) + = + −

3 25 5
3

5
5

5 3 25 25 3

2

2

|

1.1.

1.2.

1.3.

Zadania i problemy matematyczne. Fragment odpowiedzi

55

7474



75197

P
R

O
B

L
E

M
Y

 D
O

 S
A

M
O

D
Z

IE
L

N
E

G
O

 R
O

Z
W

IĄ
Z

A
N

IA

-

x  prawdziwa jest nie-
x(1 + x

sin

cos

3

4
6

x

x
tg x  0 2; .

x x x + sinx π; .

3

2
2

3 3
⋅ = +









⋅ +









cos sin cosx x xπ π

π; .

sin cos sinx x x−








⋅ +









=

π π

3 3
2

−π π; .

1sincossincos −=+⋅+ xxxx
π; .

x x −π π; .

1
2 3

sin
sin sin

x
x x x+ ⋅ =tg −2 2π π; .

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

66

O
D

P
O

W
IE

D
Z

I I R
O

Z
W

IĄ
Z

A
N

IA

a) 7 3 6 2 7  c) 4 3 14

a) 5 21

2

49 21 9

4

3 3 3

 c) 4 1

5

3

x y x y−








 + = −









 + =

61

12

25

144

11

12

25

144

2

2

2

2
 lub .

Rozwiązanie

S1(3, –5)
S x2( , 0)

O1 O2

5 r
r

x y� �−2 6 3 0

o1
o x Ox  

S = (x =−+x  jest równa r

zatem 
1 2 6 0 3

1 2 6

3

52
2

⋅ + ⋅ + −( )

+ ( )
= ⇔

−
=

x

r
x

r.

S S r x r x r
1 2

2 2 2

5 3 0 5 5 3 25 5= + ⇔ −( ) + +( ) = + ⇔ −( ) + = + .

Podstawiamy r x
=

− 3

5
 do równania x r−( ) + = +3 25 5

2

.

x x

x x

−( ) + = +
−

⋅

−( ) + = + −

3 25 5
3

5
5

5 3 25 25 3

2

2

|

1.1.

1.2.

1.3.

54
197

P
R

O
B

L
E

M
Y

 D
O

 S
A

M
O

D
Z

IE
L

N
E

G
O

 R
O

Z
W

IĄ
Z

A
N

IA

-

x  prawdziwa jest nie-
x(1 + x

sin

cos

3

4
6

x

x
tg x  0 2; .

x x x + sinx π; .

3

2
2

3 3
⋅ = +









⋅ +









cos sin cosx x xπ π

π; .

sin cos sinx x x−








⋅ +









=

π π

3 3
2

−π π; .

1sincossincos −=+⋅+ xxxx
π; .

x x −π π; .

1
2 3

sin
sin sin

x
x x x+ ⋅ =tg −2 2π π; .

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

66

O
D

P
O

W
IE

D
Z

I I R
O

Z
W

IĄ
Z

A
N

IA
a) 7 3 6 2 7  c) 4 3 14

a) 5 21

2

49 21 9

4

3 3 3

 c) 4 1

5

3

x y x y−








 + = −









 + =

61

12

25

144

11

12

25

144

2

2

2

2
 lub .

Rozwiązanie

S1(3, –5)
S x2( , 0)

O1 O2

5 r
r

x y� �−2 6 3 0

o1
o x Ox  

S = (x =−+x  jest równa r

zatem 
1 2 6 0 3

1 2 6

3

52
2

⋅ + ⋅ + −( )

+ ( )
= ⇔

−
=

x

r
x

r.

S S r x r x r
1 2

2 2 2

5 3 0 5 5 3 25 5= + ⇔ −( ) + +( ) = + ⇔ −( ) + = + .

Podstawiamy r x
=

− 3

5
 do równania x r−( ) + = +3 25 5

2

.

x x

x x

−( ) + = +
−

⋅

−( ) + = + −

3 25 5
3

5
5

5 3 25 25 3

2

2

|

1.1.

1.2.

1.3.

Zadania i problemy matematyczne. Fragment odpowiedzi

55
197

P
R

O
B

L
E

M
Y

 D
O

 S
A

M
O

D
Z

IE
L

N
E

G
O

 R
O

Z
W

IĄ
Z

A
N

IA

-

x  prawdziwa jest nie-
x(1 + x

sin

cos

3

4
6

x

x
tg x  0 2; .

x x x + sinx π; .

3

2
2

3 3
⋅ = +









⋅ +









cos sin cosx x xπ π

π; .

sin cos sinx x x−








⋅ +









=

π π

3 3
2

−π π; .

1sincossincos −=+⋅+ xxxx
π; .

x x −π π; .

1
2 3

sin
sin sin

x
x x x+ ⋅ =tg −2 2π π; .

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

66

O
D

P
O

W
IE

D
Z

I I R
O

Z
W

IĄ
Z

A
N

IA
a) 7 3 6 2 7  c) 4 3 14

a) 5 21

2

49 21 9

4

3 3 3

 c) 4 1

5

3

x y x y−








 + = −









 + =

61

12

25

144

11

12

25

144

2

2

2

2
 lub .

Rozwiązanie

S1(3, –5)
S x2( , 0)

O1 O2

5 r
r

x y� �−2 6 3 0

o1
o x Ox  

S = (x =−+x  jest równa r

zatem 
1 2 6 0 3

1 2 6

3

52
2

⋅ + ⋅ + −( )

+ ( )
= ⇔

−
=

x

r
x

r.

S S r x r x r
1 2

2 2 2

5 3 0 5 5 3 25 5= + ⇔ −( ) + +( ) = + ⇔ −( ) + = + .

Podstawiamy r x
=

− 3

5
 do równania x r−( ) + = +3 25 5

2

.

x x

x x

−( ) + = +
−

⋅

−( ) + = + −

3 25 5
3

5
5

5 3 25 25 3

2

2

|

1.1.

1.2.

1.3.

Zadania i problemy matematyczne. Fragment odpowiedzi

55

7575



767676



77

format 165 x 235 mm
stron 252



78

Spis treści

ROZDZIAŁ 1. 
 Granica i ciągłość funkcji  ...................................................................  5
1.1. Granica funkcji w punkcie ................................................................................  5
 Obliczanie granic funkcji w punkcie ................................................................  20
1.2.. Granica.niewłaściwa,.granica.w.nieskończoności,.granice.jednostronne ........  26
. Granica.niewłaściwa.funkcji.w.punkcie ...........................................................  26
. Granica.funkcji.w.nieskończoności ..................................................................  29
. Granice.jednostronne.funkcji.w.punkcie ..........................................................  37
1.3.. Asymptoty.wykresu.funkcji..............................................................................  46
. Asymptoty.pionowe ..........................................................................................  46
. Asymptoty.poziome ..........................................................................................  50
. Asymptoty.ukośne ............................................................................................  54
1.4.. Ciągłość.funkcji ................................................................................................  59
. Ciągłość.funkcji.w.punkcie ..............................................................................  59
. Ciągłość.funkcji.w.przedziale.liczbowym ........................................................  68

ROZDZIAŁ 2. 
 Pochodna funkcji .....................................................................................  82
2.1.. Pochodna.funkcji.w.punkcie .............................................................................  82
. Interpretacja.geometryczna.pochodnej.funkcji.w.punkcie ...............................  92
. Własności.pochodnej.funkcji.w.punkcie ..........................................................  94
2.2.. Pochodna.funkcji.w.zbiorze .............................................................................  97
2.3.. Funkcja.pochodna .............................................................................................  98
. Podstawowe.własności.pochodnej.funkcji .......................................................  102
. Pochodna.funkcji.złożonej ................................................................................  113
. Pochodna.funkcji.odwrotnej .............................................................................  122
2.4.. Zastosowania.pochodnej.funkcji ......................................................................  124
. Pochodna.funkcji.a.monotoniczność.funkcji ....................................................  124
. Ekstrema.lokalne.funkcji ..................................................................................  131

Granica i  ciągłość funkcji

4

. Ekstrema.globalne ............................................................................................  142

. Ekstrema.globalne.w.przedziale.domkniętym ..................................................  142

. Ekstrema.globalne.w.przedziale.otwartym .......................................................  145

. Zadania.optymalizacyjne ..................................................................................  148
2.5.. Dalsze.zastosowania.pochodnej .......................................................................  163
. Reguła.de.L’Hóspitala ......................................................................................  163
. Pochodne.wyższych.rzędów .............................................................................  172
. Druga.pochodna.a.wypukłość.funkcji ..............................................................  173
. Druga.pochodna.a.ekstremum.lokalne.funkcji .................................................  181
. Badanie.przebiegu.zmienności.funkcji .............................................................  185

ROZDZIAŁ 3. 
 Całka nieoznaczona ................................................................................  200
3.1.. Funkcja.pierwotna.i.całka.nieoznaczona ..........................................................  200
3.2.. Podstawowe.twierdzenia.dotyczące.całki.nieoznaczonej .................................  203
3.3.. Podstawowe.metody.całkowania ......................................................................  206
. Metoda.całkowania.przez.części ......................................................................  206
. Metoda.całkowania.przez.podstawienie ...........................................................  209

ROZDZIAŁ 4. 
 Całka oznaczona ......................................................................................  216
4.1.. Definicja.i.własności.całki.oznaczonej .............................................................  216
4.2.. Interpretacja.geometryczna.całki.oznaczonej ...................................................  222
4.3.. Inne.zastosowania.całki.oznaczonej .................................................................  228 

TESTY 
Test 1...Granica.i.ciągłość.funkcji.………………………………………………....  233
Test 2. Pochodna.funkcji.…………………………………………………………...238
Test 3...Całka.nieoznaczona.i.całka.oznaczona.……………………………………...244
. .....Odpowiedzi.do.testu.1.…………………………………………………... ..  250
. .....Odpowiedzi.do.testu.2.…………………………………………………... ..  250

. .....Odpowiedzi.do.testu.3.…………………………………………………... ..  251

72

Granica i  ciągłość funkcji

4

. Ekstrema.globalne ............................................................................................  142

. Ekstrema.globalne.w.przedziale.domkniętym ..................................................  142

. Ekstrema.globalne.w.przedziale.otwartym .......................................................  145

. Zadania.optymalizacyjne ..................................................................................  148
2.5.. Dalsze.zastosowania.pochodnej .......................................................................  163
. Reguła.de.L’Hóspitala ......................................................................................  163
. Pochodne.wyższych.rzędów .............................................................................  172
. Druga.pochodna.a.wypukłość.funkcji ..............................................................  173
. Druga.pochodna.a.ekstremum.lokalne.funkcji .................................................  181
. Badanie.przebiegu.zmienności.funkcji .............................................................  185

ROZDZIAŁ 3. 
 Całka nieoznaczona ................................................................................  200
3.1.. Funkcja.pierwotna.i.całka.nieoznaczona ..........................................................  200
3.2.. Podstawowe.twierdzenia.dotyczące.całki.nieoznaczonej .................................  203
3.3.. Podstawowe.metody.całkowania ......................................................................  206
. Metoda.całkowania.przez.części ......................................................................  206
. Metoda.całkowania.przez.podstawienie ...........................................................  209

ROZDZIAŁ 4. 
 Całka oznaczona ......................................................................................  216
4.1.. Definicja.i.własności.całki.oznaczonej .............................................................  216
4.2.. Interpretacja.geometryczna.całki.oznaczonej ...................................................  222
4.3.. Inne.zastosowania.całki.oznaczonej .................................................................  228 

TESTY 
Test 1...Granica.i.ciągłość.funkcji.………………………………………………....  233
Test 2. Pochodna.funkcji.…………………………………………………………...238
Test 3...Całka.nieoznaczona.i.całka.oznaczona.……………………………………...244
. .....Odpowiedzi.do.testu.1.…………………………………………………... ..  250
. .....Odpowiedzi.do.testu.2.…………………………………………………... ..  250

. .....Odpowiedzi.do.testu.3.…………………………………………………... ..  251

73



79

Spis treści

ROZDZIAŁ 1. 
 Granica i ciągłość funkcji  ...................................................................  5
1.1. Granica funkcji w punkcie ................................................................................  5
 Obliczanie granic funkcji w punkcie ................................................................  20
1.2.. Granica.niewłaściwa,.granica.w.nieskończoności,.granice.jednostronne ........  26
. Granica.niewłaściwa.funkcji.w.punkcie ...........................................................  26
. Granica.funkcji.w.nieskończoności ..................................................................  29
. Granice.jednostronne.funkcji.w.punkcie ..........................................................  37
1.3.. Asymptoty.wykresu.funkcji..............................................................................  46
. Asymptoty.pionowe ..........................................................................................  46
. Asymptoty.poziome ..........................................................................................  50
. Asymptoty.ukośne ............................................................................................  54
1.4.. Ciągłość.funkcji ................................................................................................  59
. Ciągłość.funkcji.w.punkcie ..............................................................................  59
. Ciągłość.funkcji.w.przedziale.liczbowym ........................................................  68

ROZDZIAŁ 2. 
 Pochodna funkcji .....................................................................................  82
2.1.. Pochodna.funkcji.w.punkcie .............................................................................  82
. Interpretacja.geometryczna.pochodnej.funkcji.w.punkcie ...............................  92
. Własności.pochodnej.funkcji.w.punkcie ..........................................................  94
2.2.. Pochodna.funkcji.w.zbiorze .............................................................................  97
2.3.. Funkcja.pochodna .............................................................................................  98
. Podstawowe.własności.pochodnej.funkcji .......................................................  102
. Pochodna.funkcji.złożonej ................................................................................  113
. Pochodna.funkcji.odwrotnej .............................................................................  122
2.4.. Zastosowania.pochodnej.funkcji ......................................................................  124
. Pochodna.funkcji.a.monotoniczność.funkcji ....................................................  124
. Ekstrema.lokalne.funkcji ..................................................................................  131

Granica i  ciągłość funkcji

4

. Ekstrema.globalne ............................................................................................  142

. Ekstrema.globalne.w.przedziale.domkniętym ..................................................  142

. Ekstrema.globalne.w.przedziale.otwartym .......................................................  145

. Zadania.optymalizacyjne ..................................................................................  148
2.5.. Dalsze.zastosowania.pochodnej .......................................................................  163
. Reguła.de.L’Hóspitala ......................................................................................  163
. Pochodne.wyższych.rzędów .............................................................................  172
. Druga.pochodna.a.wypukłość.funkcji ..............................................................  173
. Druga.pochodna.a.ekstremum.lokalne.funkcji .................................................  181
. Badanie.przebiegu.zmienności.funkcji .............................................................  185

ROZDZIAŁ 3. 
 Całka nieoznaczona ................................................................................  200
3.1.. Funkcja.pierwotna.i.całka.nieoznaczona ..........................................................  200
3.2.. Podstawowe.twierdzenia.dotyczące.całki.nieoznaczonej .................................  203
3.3.. Podstawowe.metody.całkowania ......................................................................  206
. Metoda.całkowania.przez.części ......................................................................  206
. Metoda.całkowania.przez.podstawienie ...........................................................  209

ROZDZIAŁ 4. 
 Całka oznaczona ......................................................................................  216
4.1.. Definicja.i.własności.całki.oznaczonej .............................................................  216
4.2.. Interpretacja.geometryczna.całki.oznaczonej ...................................................  222
4.3.. Inne.zastosowania.całki.oznaczonej .................................................................  228 

TESTY 
Test 1...Granica.i.ciągłość.funkcji.………………………………………………....  233
Test 2. Pochodna.funkcji.…………………………………………………………...238
Test 3...Całka.nieoznaczona.i.całka.oznaczona.……………………………………...244
. .....Odpowiedzi.do.testu.1.…………………………………………………... ..  250
. .....Odpowiedzi.do.testu.2.…………………………………………………... ..  250

. .....Odpowiedzi.do.testu.3.…………………………………………………... ..  251

72

Granica i  ciągłość funkcji

4

. Ekstrema.globalne ............................................................................................  142

. Ekstrema.globalne.w.przedziale.domkniętym ..................................................  142

. Ekstrema.globalne.w.przedziale.otwartym .......................................................  145

. Zadania.optymalizacyjne ..................................................................................  148
2.5.. Dalsze.zastosowania.pochodnej .......................................................................  163
. Reguła.de.L’Hóspitala ......................................................................................  163
. Pochodne.wyższych.rzędów .............................................................................  172
. Druga.pochodna.a.wypukłość.funkcji ..............................................................  173
. Druga.pochodna.a.ekstremum.lokalne.funkcji .................................................  181
. Badanie.przebiegu.zmienności.funkcji .............................................................  185

ROZDZIAŁ 3. 
 Całka nieoznaczona ................................................................................  200
3.1.. Funkcja.pierwotna.i.całka.nieoznaczona ..........................................................  200
3.2.. Podstawowe.twierdzenia.dotyczące.całki.nieoznaczonej .................................  203
3.3.. Podstawowe.metody.całkowania ......................................................................  206
. Metoda.całkowania.przez.części ......................................................................  206
. Metoda.całkowania.przez.podstawienie ...........................................................  209

ROZDZIAŁ 4. 
 Całka oznaczona ......................................................................................  216
4.1.. Definicja.i.własności.całki.oznaczonej .............................................................  216
4.2.. Interpretacja.geometryczna.całki.oznaczonej ...................................................  222
4.3.. Inne.zastosowania.całki.oznaczonej .................................................................  228 

TESTY 
Test 1...Granica.i.ciągłość.funkcji.………………………………………………....  233
Test 2. Pochodna.funkcji.…………………………………………………………...238
Test 3...Całka.nieoznaczona.i.całka.oznaczona.……………………………………...244
. .....Odpowiedzi.do.testu.1.…………………………………………………... ..  250
. .....Odpowiedzi.do.testu.2.…………………………………………………... ..  250

. .....Odpowiedzi.do.testu.3.…………………………………………………... ..  251

73



80

Granica i  ciągłość funkcji

222

4.2.  Interpretacja geometryczna całki oznaczonej
Udowodnimy.teraz.pewne.twierdzenie,.które.pozwoli.nam.na.interpretację.geo-
metryczną.całki.oznaczonej.
Niech.będzie.dana.funkcja. f,.określona.w.przedziale. a b, ,,.ciągła.i.nieujemna.
w.tym.przedziale..Dla.x a b , .oznaczmy.przez.P(x).pole.figury.ADCB.(nazy-
wanej.trapezem.krzywoliniowym):

Y

X

A

B C

D

a x0 b

y f x= ( )

Zachodzi.następujące

TWIERDZENIE 3 . (Newtona - Leibniza)

Funkcja P.jest.funkcją.pierwotną.funkcji f w.przedziale. a b, ,.

12
34

T

Dowód.

Weźmy.najpierw.dowolne.x a b0  , ,.a.następnie.dowolną.liczbę.° ≠h 0,  dla  
której.x h a b0 + ∈ ( ), .

Y

0

m

M

a

D

A

L

N

C

x0

K

G

HF

b X

E

B

x h0 +

y f x= ( )

Zauważmy,. że. liczba. P x h P x0 0+( )− ( ) .wyraża. pole.SBCFE. figury.BCFE. 
Jeżeli.bowiem.h.>.0,.to.pole.figury.BCFE.wyraża.różnica.P x h P x0 0+( )− ( ),,.
jeśli.zaś.h.<.0,.to.pole.odpowiedniej.figury.wyraża.różnica.P x P x h( ) ( ).0 0− + .

Analiza matematyczna. Przykładowy fragment
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Wobec.(2).otrzymujemy.zatem,.że

 
f x f c

P x h P x
h

P x
h h0 0 0

0 0
0( )= ( )=

+( )− ( )
= ′( )

→ →
lim lim .

dla.dowolnego.x a b0  , ,,.co.oznacza,.że.funkcja.P.jest.funkcją.pierwotną.
funkcji f w.przedziale.x a b0  , ,.
Dowód.twierdzenia.został.zakończony.

Wyciągnijmy.jeszcze.pewne.wnioski.z.tego.twierdzenia..Załóżmy,.że.F.jest.do-
wolną.funkcją.pierwotną.funkcji f w.tym.przedziale..Wtedy,.na.mocy.twierdze- 
nia.1..ze.str..201..musi.być

 P x F x C( )= ( )+ ,
gdzie.P.jest.funkcją,.o.której.mówi.ostatnie.twierdzenie..Zauważmy,.że.możemy.
wyznaczyć.stałą.C,.ponieważ.musi.być
 P a( )= 0. .Tak.więc
 0= ( )= ( )+P a F a C,,.skąd.C F a=− ( )..Zatem
 P(x) = F(x) – F(a).
Zauważmy.na.koniec,.że.
 P(b) = F(b) – F(a)
oraz.że.P(b).wyraża.pole.trapezu.krzywoliniowego.ADHG.(rys..na.str..223.)..Ale

 F b F a f x dx
a

b

( )− ( )= ( )∫ .

Otrzymujemy.więc.następujący.wniosek.

WNIOSEK (interpretacja geometryczna całki oznaczonej)
Jeżeli.funkcja f jest.ciągła.w.przedziale. a b, .i.nieujemna.w.tym.przedziale,.to.
pole.P.obszaru.ograniczonego.osią.OX,.wykresem.funkcji f oraz.prostymi x = a 
oraz x = b

X

Y

y f x= ( )

0 a

P = f x dx( )

b

W

225

wyraża.się.wzorem:

(*) .P f x dx
a

b

= ( )∫
Zauważmy,.że.obliczanie.w.ten.sposób.pól.pewnych.obszarów.jest.możliwe.dla.
nas.tylko.w.przypadku,.gdy.obszary.te.są.ograniczone.(choć.w.bardziej.zawanso-
wanej.matematyce.nie.musi.tak.być).

Pole.to.jest.wyrażone.w.jednostkach,.które.przyjmiemy.w.danych.obliczeniach..
Czasami.po.obliczeniu.pola.za.pomocą.tego.wzoru.wyraźnie.to.zaznaczymy,.pi-
sząc.że.np..P.=.8.(jednostek.pola)..Tak.więc.całka.daje.nam.wartość.liczbową,.
a.sami.musimy.określić.jednostkę.pola,.według.której.mierzymy.

Zauważmy. teraz,. że. jeżeli. funkcja f byłaby. niedodatnia. i.ciągła. w.przedziale.
a b, ,,.to.pole.P.obszaru.ograniczonego.osią.OX,.wykresem.funkcji f oraz.pro-
stymi x = a.oraz x = b

Y

X

a

0

b

y = f x( )

P = f x dx( )–

wynosiłoby. P f x dx f x dx
a

b

a

b

= − ( )  =− ( )∫ ∫ ,

(**). P f x dx
a

b

=− ( )∫ .

Tak.więc.aby.obliczyć.pole.obszaru.ograniczonego.wykresem.pewnej. funkcji,.
ciągłej.w.przedziale. a b, ,.musimy.wiedzieć,.czy.funkcja.jest.nieujemna,.czy.też.
niedodatnia.w.tym.przedziale.. Jeśli.zaś. funkcja.przyjmuje.w.przedziale. a b, ,
zarówno.wartości.nieujemne,.jak.i.niedodatnie,.to.należy.podzielić.ten.przedział.
na.takie.części,.aby.na.każdej.z.nich.funkcja.podcałkowa.była.już.zawsze.albo.
nieujemna,.albo.niedodatnia.

Podobnego.podziału.przedziału.całkowania.należy.dokonać,.jeśli.krzywa.ogra-
niczająca.obszar.nie.jest.w.całym.przedziale.wykresem.tej.samej.funkcji..Często.
też.zachodzi.konieczność.obliczania.pól.obszarów.ograniczonych.od.góry.wy-
kresem.funkcji.f,.a.od.dołu.funkcji g oraz.prostymi x = a i x = b:
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Wstęp
W rozwiązywaniu równań, nierówności i układów równań potrzeba znajomości 

różnych metod, m.in. podstawienia zmiennej pomocniczej. Jest to zwykle wielkie 
ułatwienie w rozwiązaniu zadania, czasem wręcz jedyna skuteczna metoda. Jednak 
użycie nowej zmiennej często wymaga też wprowadzenia odpowiednich założeń lub 
dodatkowych warunków, w szczególności w zadaniach z parametrem i wartością 
bezwzględną. Proponuję bliżej się przyjrzeć tej metodzie i zobaczyć, w jak wielu róż-
nych sytuacjach bywa skuteczna, a także jak ją poprawnie stosować. 

W każdym rozdziale umieszczone są zadania o różnym stopniu trudności. 
 Poszczególne szczeble zostały tak oznaczone: 

I  pierwszy stopień wtajemniczenia,

II  drugi stopień wtajemniczenia,

III  trzeci (najtrudniejszy) stopień wtajemniczenia.

Zbiór zawiera 105 zadań z pełnymi rozwiązaniami oraz 98 zadań do samodziel-
nego rozwiązania; te ostatnie umieszczone są na końcu poszczególnych rozdziałów. 
Aby móc się zmierzyć z zebranymi tu zadaniami, trzeba – naturalnie – mieć pewną 
elementarną wiedzę na temat równań, nierówności i układów równań.

Książka przyda się uczniom przygotowującym się do egzaminu maturalnego lub 
do startu w konkursach matematycznych. 

Od wielu lat prowadzę dodatkowe zajęcia z matematyki i tego typu zadania często 
rozwiązuję z uczniami. Niniejszy zbiór napisałem na podstawie wieloletniego do-
świadczenia, jestem przekonany, że może się przydać nauczycielom w pracy na lek-
cjach czy kółkach. 

Warto zauważyć, że metoda podstawiania jest jedną z ważniejszych metod przy 
obliczaniu całek i rozwiązywaniu równań różniczkowych. Opanowanie tej metody 
ułatwi więc także naukę na studiach wyższych.

Życzę udanej pracy z zadaniami
Tomasz Grębski

104
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1. Podstawienie zmiennej pomocniczej 
w równaniach

Zajmiemy się podstawieniem zmiennej pomocniczej w równaniach różnego 
typu. Przedstawione przykłady pokażą, jak stosować podstawienie oraz jakie zało-
żenia pociąga za sobą wprowadzenie do równania nowej zmiennej. Ten rozdział jest 
w książce najbardziej rozbudowany, ponieważ to tutaj pojawia większość rodzajów 
podstawień, w innych rozdziałach już tylko je wykorzystujemy, czasem modyfikując.

1.1. Równania wielomianowe

Zadanie 1.1.

Rozwiąż równanie: x4 – 18x2 + 32 = 0.

Rozwiązanie:

x4 – 18x2 + 32 = 0
(x2)2 – 18x2 + 32 = 0 Wyodrębniamy element x2.

x2 = t, gdzie t  0 Podstawiamy zmienną pomocniczą, dodając od-
powiednie założenie.

t 2 – 18t + 32 = 0

∆ = 196,  = 14
(t = 2  t = 16)  t  0    t = 2  t = 16
A zatem
(t = 2  t = 16)  x2 = t

x2 = 2  x2 = 16 Wracamy do pierwotnej zmiennej.

x = 2    x = – 2   x = 4  x = –4

Odpowiedź: x  {–4, – 2 , 2 , 4}.

Zadanie 1.2.

Rozwiąż równanie: x4 + 14x2 – 32 = 0.

Rozwiązanie typowe:

x4 + 14x2 – 32 = 0
(x2)2 + 14x2 – 32 = 0 Wyodrębniamy element x2.

x2 = t, gdzie t  0 Podstawiamy nową zmienną, dodając odpowied-
nie założenie.

t 2 + 14t – 32 = 0

∆ = 324,  = 18
(t = –16  t = 2)  t  0    t = 2  

1

I

I
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1
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I
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1.1. Równania wielomianowe

9

A więc
t = 2  x2 = t

x2 = 2 Wracamy do zmiennej x.

x = 2   x = – 2

Odpowiedź: x  {– 2 , 2 }.

Rozwiązanie alternatywne: Często się zdarza, że podczas podstawiania nowej 
zmiennej zapominamy o założeniach. Jednak w wielu przypadkach rozwiązanie 
można jeszcze „uratować”. Przeanalizujmy ponownie poprzednie zadanie. 

x4 + 14x2 – 32 = 0
(x2)2 + 14x2 – 32 = 0 Wyodrębniamy element x2.

x2 = t Podstawiamy nową zmienną, zapominając 
o założeniu.

t 2 + 14t – 32 = 0

∆ = 324,  = 18
t = –16  t = 2 
A zatem
(t = –16  t = 2)  x2 = t

x2 = –16  x2 = 2 Wracamy do pierwotnej zmiennej.

Tu właśnie możemy „uratować” nasze rozwiązanie. Wystarczy zauważyć, że pierwsze 
z tych równań nie ma rozwiązań, ponieważ kwadrat dowolnej liczby nie może być 
ujemny. A więc

x    x = 2   x = – 2

Odpowiedź: x  {– 2 , 2 }.

Zadanie 1.3.

Rozwiąż równanie: x4 + 5x2 + 6 = 0.

Rozwiązanie:

x4 + 5x2 + 6 = 0
(x2)2 + 5x2 + 6 = 0 Wyodrębniamy element x2.

x2 = t, gdzie t  0 Podstawiamy nową zmienną, dodając odpowied-
nie założenie.

t 2 + 5t + 6 = 0

∆ = 1,  =1

(t = –3  t = –2)  t  0    t      x  Wracamy do zmiennej x.

Odpowiedź: Równanie nie ma rozwiązań.

I
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1. Podstawienie zmiennej pomocniczej w równaniach

10

Zadanie 1.4.

Rozwiąż równanie: x6 – 7x3 – 8 = 0.

Rozwiązanie:

x6 – 7x3 – 8 = 0 
(x3)2 – 7x – 8 = 0  Wyodrębniamy element x3.

x3 = t, gdzie t  R Podstawiamy nową zmienną, która tym razem jest 
dowolną liczbą rzeczywistą (można opuścić to za-
łożenie).

t 2 – 7t – 8 = 0
(t + 1)(t – 8) = 0
(t  = –1  t  = 8)  t  R
A zatem
(t = –1  t  = 8)  x3 = t

x3 = –1  x3 = 8 Wracamy do zmiennej x.

x = –1  x = 2

Odpowiedź: x  {–1, 2}.

Zadanie 1.5.

Rozwiąż równanie: x8 – 15x4 – 16 = 0.

Rozwiązanie:

x8 – 15x4 – 16 = 0 
(x4)2 – 15x4 – 16 = 0 Wyodrębniamy element x4.

x4 = t, gdzie t  0 Podstawiamy nową zmienną, dodając odpowied-
nie założenie.

t 2 – 15t – 16 = 0
(t + 1)(t – 16) = 0
(t  = –1  t  = 16)  t  0
Wobec tego
t = 16  x4 = t

x4 = 16 Wracamy do zmiennej x.

x = 2  x = –2

Odpowiedź: x  {–2, 2}.

Wniosek: Jeśli podstawiamy zmienną pomocniczą za potęgę o wykładniku parzy-
stym, to musimy pamiętać, że ta nowa zmienna jest nieujemna. Zapisując symbolicz-
nie, otrzymujemy:
x2n = t,  t  0.
Jeśli podstawiamy nową zmienną za potęgę x o wykładniku nieparzystym, to nowa 
zmienna może być dowolną liczbą rzeczywistą. Zapisując symbolicznie,  otrzymujemy:
x2n + 1 = t,  t  R.

I

I
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58

Zadania do samodzielnego rozwiązania

I  1.1. Rozwiąż równanie:  x4 + x2 – 2 = 0.

I  1.2. Rozwiąż równanie:  2x4 – x2 – 1 = 0.

I  1.3. Rozwiąż równanie:  25x4 – 10x2 + 1 = 0.

I  1.4. Rozwiąż równanie:  x6 – 17x3 + 16 = 0.

I  1.5. Rozwiąż równanie:  16x8 – 15x4 – 1 = 0.

II  1.6.  Rozwiąż równanie:  x9 – 3x6 – 6x3 + 8 = 0.

I  1.7.  Rozwiąż równanie:  –3(–x4 + 3x2 – 3) = 6 + (3x2 – x4 – 1)2.

II  1.8.  Rozwiąż równanie:  (x2 + 3x + 3)(2x2 + 6x – 1) + 3 = 0.

II  1.9.  Rozwiąż równanie:  x4 – 5x3 + 8x2 – 5x + 1 = 0.

III  1.10. Rozwiąż równanie:  x6 – 10x5 + 47x4 – 100x3 + 47x2 – 10x + 1 = 0.

II  1.11. Rozwiąż równanie:  2(x – 3)2 – 1 = –|x – 3|.

II  1.12. Rozwiąż równanie:  (x + 5)2  = 2 – |x + 5|.

II  1.13.  Rozwiąż równanie:  |x + 1|5 = |x + 1|.

I  1.14.  Rozwiąż równanie:  x x+ =x xx x7 17 1x xx xx x+ =+ =+ =x xx xx x 8.

II  1.15.  Rozwiąż równanie:  x xx xx xx x + =2 3x xx xx xx xx x 6 0+ =+ = .

II  1.16.  Rozwiąż równanie:  x xx x2x xx x3 3x xx x6 5x xx xx xx xx xx xx x . 

II  1.17.  Rozwiąż równanie:  x x x2x xx x3 39 6x xx x 12 3+ +x xx x9 69 6x xx xx x − =12 + .

III  1.18.  Rozwiąż równanie:  5 45 4 2 4235 45 4 22 42 43 23
− − 2 42 42 42 4x xx x2 3
− −− − ( )2 42 4( )2 42 42 4x xx x2 42 42 42 42 4 ( )2 − x .

III  1.19.  Rozwiąż równanie:  x x+ −x xx x − =5 25 2x xx xx x+ −+ −x xx xx x − =− =5 55 5x− =− = −
3 25 25 265 25 2x xx x 35 55 5 .

II  1.20.  Rozwiąż równanie:  3
1

1
3

1

1
104 44 44 43

x

x

x

x

−

+
+4 44 4

+

−
= .

II  1.21.  Rozwiąż równanie:  
x

x

x

x

2

5
2

5
4

1
3

1

4
2

−

+
−

+

−
= − .

II  1.22.  Rozwiąż równanie:  5 45 4 6 46 425 45 445 45 4 26 46 4x x5 45 4 6 46 46 45 45 4x xx x5 45 4 6 46 46 46 46 46 4 .

II  1.23.  Rozwiąż równanie:  x x x x2 22 2x xx x x xx xx xx x2 22 232 22 2

2
3 4x xx x 4+ −x xx x2 22 2x xx xx xx x2 22 2x xx x + −x xx x3 43 4x xx x = . 

II  1.24. Rozwiąż równanie:  x x x x2 22 2x xx x3 4x xx x2 22 25 35 3x xx x2 22 22 2 4x xx x2 22 2x xx x3 43 4x xx x2 22 2x xx x = +
2 25 35 35 3x xx x2 22 22 2x xx x − . 

Odpowiedzi
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Odpowiedzi

1. Podstawienie zmiennej pomocniczej w równaniach

1.1. Podstawienie: t = x2, gdzie t  0.
Odpowiedź: x  {–1, 1}.

1.2. Podstawienie: t = x2, gdzie t  0.
Odpowiedź: x  {–1, 1}.

1.3. Podstawienie: t = x2, gdzie t  0.

Odpowiedź: x ∈ −















5

5

5

5
, .

1.4. Podstawienie: t = x3, gdzie t  R.

Odpowiedź: x ∈{ }1 2 23, .

1.5. Podstawienie: t = x 4, gdzie t  0.
Odpowiedź: x  {–1, 1}.

1.6. Podstawienie: t = x 3, gdzie t  R.

Odpowiedź: x ∈ −{ }1 2 43 3, , .

1.7. Podstawienie: t = –x4 + 3x2 – 1, gdzie t  R.
Odpowiedź:

x ∈
− − − − + +

−
+ +















1 5

2

1 5

2

1 5

2

1 5

2

3 17

2

3 17

2
, , , , , .

1.8. Podstawienie: t = x2 + 3x, gdzie t  R.
Odpowiedź: x  {–3, 0}.

1.9. Podstawienie: t = x + 
1

x
, gdzie t  R.

Odpowiedź: x ∈
− +













1
3 5

2

3 5

2
, , .

1.10. Podstawienie: t = x + 
1

x
, gdzie t  R.

Odpowiedź: x ∈ − +{ }2 3 2 3, .

1.11. Podstawienie: t = |x – 3|, gdzie t  0.

Odpowiedź: x ∈








5

2

7

2
, .
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1. Podstawienie zmiennej pomocniczej w równaniach

58

Zadania do samodzielnego rozwiązania

I  1.1. Rozwiąż równanie:  x4 + x2 – 2 = 0.

I  1.2. Rozwiąż równanie:  2x4 – x2 – 1 = 0.

I  1.3. Rozwiąż równanie:  25x4 – 10x2 + 1 = 0.

I  1.4. Rozwiąż równanie:  x6 – 17x3 + 16 = 0.

I  1.5. Rozwiąż równanie:  16x8 – 15x4 – 1 = 0.

II  1.6.  Rozwiąż równanie:  x9 – 3x6 – 6x3 + 8 = 0.

I  1.7.  Rozwiąż równanie:  –3(–x4 + 3x2 – 3) = 6 + (3x2 – x4 – 1)2.

II  1.8.  Rozwiąż równanie:  (x2 + 3x + 3)(2x2 + 6x – 1) + 3 = 0.

II  1.9.  Rozwiąż równanie:  x4 – 5x3 + 8x2 – 5x + 1 = 0.

III  1.10. Rozwiąż równanie:  x6 – 10x5 + 47x4 – 100x3 + 47x2 – 10x + 1 = 0.

II  1.11. Rozwiąż równanie:  2(x – 3)2 – 1 = –|x – 3|.

II  1.12. Rozwiąż równanie:  (x + 5)2  = 2 – |x + 5|.

II  1.13.  Rozwiąż równanie:  |x + 1|5 = |x + 1|.

I  1.14.  Rozwiąż równanie:  x x+ =x xx x7 17 1x xx xx x+ =+ =+ =x xx xx x 8.

II  1.15.  Rozwiąż równanie:  x xx xx xx x + =2 3x xx xx xx xx x 6 0+ =+ = .

II  1.16.  Rozwiąż równanie:  x xx x2x xx x3 3x xx x6 5x xx xx xx xx xx xx x . 

II  1.17.  Rozwiąż równanie:  x x x2x xx x3 39 6x xx x 12 3+ +x xx x9 69 6x xx xx x − =12 + .

III  1.18.  Rozwiąż równanie:  5 45 4 2 4235 45 4 22 42 43 23
− − 2 42 42 42 4x xx x2 3
− −− − ( )2 42 4( )2 42 42 4x xx x2 42 42 42 42 4 ( )2 − x .

III  1.19.  Rozwiąż równanie:  x x+ −x xx x − =5 25 2x xx xx x+ −+ −x xx xx x − =− =5 55 5x− =− = −
3 25 25 265 25 2x xx x 35 55 5 .

II  1.20.  Rozwiąż równanie:  3
1

1
3

1

1
104 44 44 43

x

x

x

x

−

+
+4 44 4

+

−
= .

II  1.21.  Rozwiąż równanie:  
x

x

x

x

2

5
2

5
4

1
3

1

4
2

−

+
−

+

−
= − .

II  1.22.  Rozwiąż równanie:  5 45 4 6 46 425 45 445 45 4 26 46 4x x5 45 4 6 46 46 45 45 4x xx x5 45 4 6 46 46 46 46 46 4 .

II  1.23.  Rozwiąż równanie:  x x x x2 22 2x xx x x xx xx xx x2 22 232 22 2

2
3 4x xx x 4+ −x xx x2 22 2x xx xx xx x2 22 2x xx x + −x xx x3 43 4x xx x = . 

II  1.24. Rozwiąż równanie:  x x x x2 22 2x xx x3 4x xx x2 22 25 35 3x xx x2 22 22 2 4x xx x2 22 2x xx x3 43 4x xx x2 22 2x xx x = +
2 25 35 35 3x xx x2 22 22 2x xx x − . 

Odpowiedzi
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Odpowiedzi

1. Podstawienie zmiennej pomocniczej w równaniach

1.1. Podstawienie: t = x2, gdzie t  0.
Odpowiedź: x  {–1, 1}.

1.2. Podstawienie: t = x2, gdzie t  0.
Odpowiedź: x  {–1, 1}.

1.3. Podstawienie: t = x2, gdzie t  0.

Odpowiedź: x ∈ −















5

5

5

5
, .

1.4. Podstawienie: t = x3, gdzie t  R.

Odpowiedź: x ∈{ }1 2 23, .

1.5. Podstawienie: t = x 4, gdzie t  0.
Odpowiedź: x  {–1, 1}.

1.6. Podstawienie: t = x 3, gdzie t  R.

Odpowiedź: x ∈ −{ }1 2 43 3, , .

1.7. Podstawienie: t = –x4 + 3x2 – 1, gdzie t  R.
Odpowiedź:

x ∈
− − − − + +

−
+ +















1 5

2

1 5

2

1 5

2

1 5

2

3 17

2

3 17

2
, , , , , .

1.8. Podstawienie: t = x2 + 3x, gdzie t  R.
Odpowiedź: x  {–3, 0}.

1.9. Podstawienie: t = x + 
1

x
, gdzie t  R.

Odpowiedź: x ∈
− +













1
3 5

2

3 5

2
, , .

1.10. Podstawienie: t = x + 
1

x
, gdzie t  R.

Odpowiedź: x ∈ − +{ }2 3 2 3, .

1.11. Podstawienie: t = |x – 3|, gdzie t  0.

Odpowiedź: x ∈








5

2

7

2
, .

Podstawianie zmiennej pomocniczej.... Przykładowe odpowiedzi
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format 165 x 235 mm
stron 296

POdróŻe mATemATyczNe to książka nie tylko dla ucznia i nauczyciela, lecz 
dla wszystkich, którzy interesują się matematyką i reagują na jej wyzwania – i dla 
młodszych, i dla starszych.

Z nieprzebranego dorobku matematyki Autor wybrał kilkadziesiąt arcydzieł – zadań, 
twierdzeń, teorii – i w barwny sposób opowiada o nich z wielu punktów widzenia.  
A czyni to tak, by początkującego czytelnika zainteresować, a czytelnika dojrzałego 
– nie znudzić. Autor ukazuje matematykę przyjemną i intrygującą. treść książki 
oscyluje wokół programu szkolnego, chociaż im wyższy numer rozdziału, tym 
„odległość” od szkoły większa, a w rozdziale 17 jest wręcz „kosmiczna”. Książka  
i jej rozdziały są napisane zgodnie z zasadą stopniowania trudności. Znajdziemy tu 
równania, tradycyjne zadania w nowym ujęciu, zadania logiczne, kolorową geometrię 
i wycieczkę w dziwne przestrzenie. trudne miejsca nie powinny nikogo odstraszać.
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Michał Szurek

SPACERY
MATEMATYCZNE
Zachwyć się liczbami i figurami!

format 165 x 235 mm
stron 288

SPAcery mATemATyczNe to barwny przewodnik po matematyce, ukazujący ją 
z innej niż na lekcjach strony. profesor Michał szurek – erudyta i pasjonat – podczas 
12 spacerów snuje opowieści, z niesłychaną lekkością, wokół wybranych zagadnień 
matematycznych, wplata ciekawostki i anegdoty, nawiązuje do innych dziedzin nauki. 
Wszystkie treści oscylują wokół szkolnego programu nauczania, czasem oddalając się 
od niego, by za chwilę znowu się przybliżyć. A cel jest jeden: zainteresować czytelnika 
matematyką, pomóc ją zrozumieć i się z nią zaprzyjaźnić. Dzięki tej książce uczeń 
zachwyci się matematyką wokół siebie, a nauczyciel będzie miał niewyczerpane 
źródło pomysłów na atrakcyjne lekcje.
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format 165 x 235 mm
stron 132

ten poradnik jest przeznaczony dla początkujących adeptów i zainteresowanych 
GeoGebrą, jej możliwościami i przydatnością w nauczaniu i uczeniu się matematyki 
na wszystkich poziomach edukacji. GeoGebra jest bezpłatnym oprogramowaniem 
matematycznym, dostępnym on-line i off-line w systemach operacyjnych Windows, 
Linux i Mac OsX, na komputerach i na urządzeniach przenośnych (tablety, smartfony). 
poradnik ten dotyczy stosowania GeoGebry przy użyciu komputerów z systemem 
operacyjnym Windows.s.

poradnik dostępny również w języku angielskim.
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format 165 x 235 mm
stron 216

program ten swe korzenie ma w słynnym programie Mathematica, który doskonale 
łączy obliczenia numeryczne i symboliczne, interpretację graficzną wyników, język 
programowania, dokumentację i możliwość publikacji pracy. Dzięki bogactwu 
funkcji jest świetnym narzędziem pracy matematyków, fizyków, biologów, 
chemików i innych.
program jest przeznaczony zarówno dla uczniów, studentów, jak i dla nauczycieli.  
Z własnego doświadczenia wiem, jak przyjemnie pracuje się z programem wspólnie 
z uczniami. Nauczyciel bez wątpienia staje się nowoczesny, a uczniów to zachęca do 
pracy. Krótko mówiąc – przyjemne z pożytecznym.
W tym poradniku zajmujemy się stroną matematyczną programu. A zatem 
stawiamy sobie pytanie: w czym może pomóc nam Wolfram Alpha (jeśli chodzi  
o matematykę) oraz w jaki sposób z niego korzystać?
Wolfram Alpha m.in. rozwiązuje równania i nierówności, układy równań  
i nierówności, oblicza pochodne i całki, rysuje funkcje oraz wypisuje ich 
najważniejsze własności. to oczywiście przysłowiowa „kropla w morzu” jego 
możliwości. 
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