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Wstep

Wszystko, co zawiera niniejsza ksigzka, zdarzyto sie w szkole. Z niektérymi tema-
tami uczniowie zgtaszali sie sami, bo ich interesowaty, niektére tematy ja rozwijatem
na lekcjach, nie tyle rozszerzajac nasz polski program, co wktadajac go w nieco inny
kontekst matematyczny. Uczniowie sycili tymi tematami swoja ciekawo$¢, a ja bede dtu-
go pamietat te momenty, kiedy widziatem ich rado$¢ poznania i zrozumienia réznych,
nowych konstrukcji matematycznych.

Nad niektérymi tematami pracuje z uczniami od wielu lat. W kazdej kolejnej grupie
uczniow, niezaleznie od etykietek, jakie im przyznawano, zainteresowanie jest podsta-
wa dobrej nauki. Oczywiscie, kazdy temat mozna zrobi¢ dowolnie trudnym. Staram sie
przedstawia¢ kolejne tematy w przystepny sposob, ale ciagle dostrzegam fragmenty,
ktore planuje za rok zrobi¢ lepiej, zreczniej, zeby ich nauka byta ciekawsza, tatwiejsza,
skuteczniejsza.

Ta ksigzka jest podsumowaniem takich wtasnie wysitkow.

Tematy sg uporzadkowane w kolejnosci podobnej do kolejnosci dziatéw podstawy
programowej. Kazdy rozdziat jednak rézni sie i pod wzgledem stylu, i pod wzgledem
stopniowania trudnosci. W cze$ci I znalazto sie 7 rozdziatéw, a w czesci Il - pozostate
3 rozdziaty.

Trudno nie zna¢ algorytmu Euklidesa i paru jego zastosowan, w geometrii - twier-
dzenia Menelaosa czy twierdzenia Cevy. Nie mozna nie zna¢ indukcji matematyczne;j.
Geometria trojwymiarowa nie powinna ograniczac sie do graniastostupéw i ostrostu-
pow oraz kul i walcow. Nie mozna nie zna¢ podstaw rachunku rézniczkowego i catko-
wego, w szczegdlnosci rachunku catkowego. To nie jest w porzadku, Ze Polska jest do$¢
wyjatkowym krajem w Europie, w ktérym uczniowie maja programowo nie znac catek.

W moim nauczaniu jest ukryty pewien program. Chciatbym, zeby nauka matematyki
polegata w wiekszym stopniu na nauczaniu wtasnie matematyki, a nie zeby polegata
tylko na przygotowaniu do egzaminu.

Gdy bardziej znasz matematyke, gdy rozumiesz wiecej niz wymagaja arkusze
egzaminacyjne, lepiej dostosujesz sie do wymagan egzaminacyjnych. Bedziesz duzo
skuteczniejszy. Gdy jeste$ w klasie maturalnej, czyz nie patrzysz ,z géry” na matematy-
ke ze szkoty podstawowej? Jakie to byto tatwe...

Zycze Wam, Zebyscie na kazdy egzamin z matematyki mogli spojrze¢ z gory jeszcze
przed nim. Wymagajcie od siebie duzo, nawet gdyby inni tego od Was nie wymagali.

Autor

Podziekowania

Chciatbym bardzo serdecznie podziekowa¢ redaktorowi Jankowi Baranowskiemu
za wsparcie i mobilizacje.

Chciatbym tez podziekowa¢ moim uczniom, ktérzy swoimi zainteresowaniami
w duzym stopniu kierowali mnie w strone tematdw tej ksigzki.



8. STEREOMETRIA

Bryty platoniskie (wielosciany foremne)

Bryta platoniska to wielo$cian wypukty, ktérego wszystkie Sciany sg przystaja-
cymi do siebie wielokatami foremnymi, a w kazdym wierzchotku spotyka sie
tyle samo takich $cian.

Z przystajacych tréjkatéw réwnobocznych mozna zbudowac czworos$cian fo-
remny - w kazdym z 4 wierzchotkéw spotykajg sie trzy trojkaty

o$mioS$cian foremny - w kazdym z 6 wierzchotkéw spotykaja sie cztery trojkaty

i dwudziestos$cian foremny - w kazdym z 12 wierzchotkéw spotyka sie 5 troj-
katow.
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Z przystajacych kwadratéw mozna zbudowac tylko szeScian z o§mioma wierz-
chotkami - w kazdym spotykajq sie po 4 kwadraty.

Z przystajacych pieciokatéw foremnych mozna zbudowac tylko dwunastos$cian
foremny, w ktérego kazdym z 20 wierzchotkéw spotykaja sie 3 pieciokaty.

Innych bryt platoniskich nie ma.

Uogodlnienie twierdzenia Pitagorasa

Klasyczne twierdzenie Pitagorasa odnosi sie do tréjkatéw prostokatnych. Jed-
no z jego uogolnien dotyczy czworosciandéw, w ktorych trzy Sciany sg do siebie
parami prostopadte.

Twierdzenie 8.1 (twierdzenie de Gua)
Jezeli dany jest czworoScian, jak na rysunku, to

D

B

(Ppcp)* = (Papc)* + (Papp)* + (Pacp)®
(We wzorze jest mowa o polach odpowiednich tréjkatéw, np. Py 0znacza
pole tréjkata BCD.)
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Dowodd

Istnieje taki punkt E na odcinku BC, Ze ptaszczyzna prostopadta do BC
w punkcie E zawiera odcinek AE. Wtedy <AED i <AEB sa katami prostymi.
Nastepnie

. |Bcf -[epf  |BCF(|AEF+[AD]) |acP.|agf |Bcf-|an?
(Poeo) = =37 4 T2 2
(Pt (J4B["+ (lacl)’)-Japf -
— \"ABC -

AB[-|aDl*  |Acl-|AD|
‘ (o 00 a0t

= (Pasc )2 + (PABD)Z +(Pacp )2 u

Twierdzenie 8.1 mozna rozumiec¢ ogdlniej. Trojkat ABC jest rzutem prostopad-
tym tréjkata ABD na ptaszczyzne pozioma, trojkat ABD jest rzutem prostopad-
tym tréjkata ABD na jedng ptaszczyzne pionows, a tréjkat ACD jest rzutem na
druga ptaszczyzne pionowa. Ptaszczyzny pionowe s3 do siebie wzajemnie pro-
stopadte. Odrobina wyobrazni wystarczy, zeby dowolny tréjkat w przestrzeni
rzutowac na trzy ptaszczyzny wzajemnie do siebie prostopadte i oblicza¢ pole
tego tréjkata, sumujac kwadraty pdl jego rzutéw, a nastepnie pierwiastkujac.

Przydatby sie jeszcze jeden wysitek wyobrazni. Przeciez w ten spos6b mozna
rzutowa¢ dowolng figure ptaska ztozong z trojkatoéw i, korzystajgc z twierdze-
nia de Gua, obliczy¢ jej pole. MozZna z wyobrazni zrobi¢ jeszcze wiekszy uzytek.
Na przyktad co z kotem? Co prawda to nie jest suma skonczonej liczby tréjka-
tow, ale nieskonczonej. To ,nowe twierdzenie Pitagorasa” tez jest tu skuteczne.

Przyktlad 8.1

Prostopadtoscian o krawedziach 3, 4, 5 zostat przeciety ptaszczyzng przecho-
dzaca przez trzy jego wierzchotki jak na rysunku.

Oblicz pole trojkata ABC.

Rozwiazanie

Rzut tréjkata ABC na ,podtoge” ma pole 10 (potowa prostokgta 4 x 5),
rzut na ,plecy” 7,5, a na Sciane boczng 6. Kwadrat pola tréjkata ABC to

102+ 7,52+ 62=192,75. A wiec pole jest réwne /192,75.
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Przyktlad 8.2

Oblicz pole catkowitej powierzchni ostrostupa prawidtowego kwadratowego
o boku podstawy a i wysokosci H.

A

Rozwiazanie
Sprébujmy zastosowac twierdzenie de Gua. Obliczmy pole $Sciany ABE. Jej rzut

na ptaszczyzne podstawy ma pole %az, za$ pole rzutu na ptaszczyzne tylng jest

réwne %aH. Rzut na ptaszczyzne boczng ma pole zero. Wobec tego pole po-

wierzchni $§ciany ABE jest réwne

2 2
1o +[tan| =0y v an?
4 2 4
Ale s3 4 $ciany boczne oraz podstawa, wiec pole catkowite to
a* +ava* + 4H*

Sprawdz obliczenia standardowa metoda.

8.1. Wysoki prostopadto$cian o podstawie ABCD majgcej wymiary 4 x 3 zostat
przeciety plaszczyzng na wysokos$ci 2 nad wierzchotkiem A i na wysokosci 3
nad wierzchotkiem B i 5 nad wierzchotkiem C. Patrz rysunek.

Oblicz pole przekroju.
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8.2. Oblicz pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidtowego tréjkatnego
z krawedziag podstawy rowna a i wysokoscia H. Poréwnaj metody.

Pole powierzchni walca

Przyktad 8.3

Powierzchnia boczna nieskonczonego walca o promieniu 1 zostala przecieta
ptaszczyzna pod katem 45° do osi walca. Patrz rysunek.

/ :f_"”’ sina
: B 21

2 B Al G
|
|
|
|
|

a) b) )

Plaszczyzna ta przecina powierzchnie walca, tworzac elipse, natomiast z osia
walca przecina sie w punkcie 0. Plaszczyzna prostopadta do osi walca i po-
wierzchnia boczna walca przecinaja sie, tworzac okrag. Okrag i elipsa przecina-
ja sie w dwodch punktach. Jednym z nich jest punkt A na rysunku. Punkt B jest na
wymienionym okregu i kat AOB ma miare «. Pionowo nad punktem B na elipsie
jest punkt C.

W $rodku jest rzut walca na ptaszczyzne przechodzacg przez o$ symetrii wal-
ca prostopadta do OA. Na tym rzucie punkty A i O zlewaja sie w jeden punkt,
punkt B jest w odlegtosci sin « od rzutu A. (Przyjrzyj sie poziomemu okregowi
jednostkowemu na lewym rysunku. Tworzy on koto trygonometryczne z osig
0X wyznaczong przez OA.) Plaszczyzna staje sie prosta przechodzaca przez
punkt O pod katem 45° do osi walca. Punkt C jest nad punktem B w takiej samej
odlegtosci jak na tym rysunku punkt C jest nad puntem B tak samo daleko jak od
punktu 4, czyli w odleglos$ci sin a.

Trzeci rysunek, najbardziej na prawo, jest rozwinieciem bocznej powierzchni
walca rozcietej wzdtuz pionowej linii przechodzacej przez punkt A. Poziomy
okrag rozwija sie wzdtuz poziomej osi i konczy sie w 2. Punkt A znajduje sie
w poczatku powstatego uktadu wspétrzednych, punkt B na osi OX w « (dtugos¢
tuku od A4 do B), punkt € ma wspoétrzedne (¢, sin «). Elipsa staje sie sinusoidg
y=sina.
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8.3.]Jaki ksztalt ma przeciecie powierzchni bocznej walca o promieniu R z ptasz-
czyzna przecinajaca go pod katem ¢ do osi symetrii walca? Jaki ksztatt powstaje
po rozcieciu powierzchni bocznej wzdtuz tworzacej walca i rozptaszczeniu tej
powierzchni?

Objetosc bryt obrotowych

Archimedes, znajac promien kuli, potrafit obliczy¢ nie tylko jej objetos¢, ale tak-
ze objetosc jej czeSci miedzy dwiema plaszczyznami réwnolegltymi. Tak mniej
wiecej prowadzitby swoje rozumowanie, gdyby chciat by¢ zrozumiany dzisiaj.

Twierdzenia 8.2 (Archimedesa o objetosci kuli i o objetosci czesci kuli po-
miedzy ptaszczyznami rownolegtymi)

Ustawmy obok siebie na ptaszczyZnie poziomej kule o promieniu R i walec
0 promieniu podstawy R i wysokosci 2R. Z tego walca usunmy dwa stozki
o promieniu podstawy R i wysokoSci R.

Sytuacje pokazuje rysunek ponizej.

N
|~

Na dolnej ptaszczyZnie stoi kula, walec z wyrzuconymi stozkami i wyrzuco-
ne stozki. Dwie ptaszczyzny rownolegte do ptaszczyzny podstawy przecinaja
kule, walec z wyrzuconymi stozkami i wyrzucone stozki. Na dolnym rysunku
sg rzuty tych bryt na ptaszczyzne pionowa.

Archimedes twierdzi, Ze objetos$¢ czesci kuli pomiedzy tymi dwiema ptasz-
czyznami jest taka sama jak objeto$¢ pomiedzy tymi ptaszczyznami czesci
walca z wyrzuconymi stozkami.




8. Stereometria

Dowod
Przerysujmy ilustracje do twierdzenia Archimedesa z troche innymi ptasz-
czyznami.

< Y

Jest wiec ptaszczyzna podstawy, na ktorej stoi kula o promieniu R, walec
o promieniu R i wysokosci 2R i wyrzucone stozki. Druga ptaszczyzna réwno-
legta do ptaszczyzny podstawy przechodzi przez koto wielkie kuli i wspélny
wierzchotek wyrzuconych stozkéw. Jej przecieciem z kulg jest koto o promie-
niu R, z walcem z wyrzuconymi stozkami jest koto o promieniu R bez $rodka,
przecieciem z wyrzuconymi stozkami jest jeden punkt - ich wspélny wierz-
chotek. Przecieciem trzeciej ptaszczyzny rownolegtej do podstawy i bedacej
w odlegtosci H od poprzedniej sg kolejno: koto o promieniu r mniejszym od
R, pierScienn o promieniu zewnetrznym R i wewnetrznym r, a przecieciem
trzeciej bryty jest koto o promieniu r. Z do$¢ oczywistych powodéw r= H.
Do obliczenia objetosci czesci kuli wygodniej bedzie narysowa¢ po dwa rzuty
kuli i walca bez stozkéw oraz stozkow z boku i z gory.

VR - AR

R

H

Teraz trzeba pokazac, ze dwa pierwsze przekroje maja rowne pola.
Promien kota powstatego z przecieciem ptaszczyzny z kula jest z twierdzenia

Pitagorasa réwny v R* — H* , wiec pole tego kota to (R — H2). Pole pierscienia

11
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to pole kota wielkiego odja¢ pole przeciecia z wyjetym stozkiem. Stozek ma
w odlegtosci H od wierzchotka promien H (to jest stozek o promieniu R i wyso-
kosci R). Wobec tego pole pierscienia na wysoko$ci H to tR? — nH? = n(R? — H?).
Obie bryty majg wiec to samo pole przekroju z dowolng ptaszczyzng réwno-
legta do podstawy. Dalej rozumowanie Archimedesa odwotuje sie do intuicji
fizycznych. Mamy dwa naczynia - jedno w ksztatcie kuli i drugie w ksztalcie
walca bez stozkow. GdybySmy nalewali ciecz w tym samym tempie, czyli tyle
samo cieczy w tym samym czasie do obu naczyn, to naczynia bytyby napet-
nione ciecza do tej samej wysokosci. No i to wtasciwie konczy jego dowdd.
Skoro naczynia majg na réwnych wysokos$ciach rowne przekroje, to majg tez
réwne objetosci. m

Dzi$ woleliby$my to wypowiada¢ w inny sposéb:

Twierdzenie 8.3 (zasada Cavalieriego)
Jesli dwie bryty tworza przekroje o réwnych polach z kazdg ptaszczyzna row-
nolegta do pewnej ustalonej ptaszczyzny, to majg réwne objetosci.

Mozliwe jest tez uogdlnienie tej zasady.

Twierdzenie 8.4 (zasada Cavalieriego)

Jesli dwie bryty tworza przekroje z kazda ptaszczyznag rownolegta do pewnej
ustalonej ptaszczyzny o polach w statej proporcji, to ich objetosSci sa w tej
samej proporcji.

DAl (obraczki Napkina)

Objetos¢ obraczki o wysokosci h wycietej z kuli o promieniu R (patrz rysunek)
nie zalezy od R.




Rozwigzania zadan

8. Stereometria

8.1. Rzut prostopadty A’'B'C'D' na ptaszczyzne pozioma to prostokat ABCD
o polu 12. Rzut prostopadty na $ciane tylng wyznaczong przez DCC' to réwno-
legtobok, w ktéorym dwa réownolegle boki majg dtugos¢ 2, a ich odlegtos¢ to 4,
a wiec pole jest 8.

! c i L oC'
‘M 4V

’/E/‘B' ’/E/‘B’
AT 3 AT 3

Rzut prostopadtly na ptaszczyzne A’AD to réwnolegtobok, ktérego dwa réwno-
legte boki maja dtugos¢ 1, a ich odlegtos¢ to 3, wiec jego pole to 3. Z twierdzenia

de Gua pole przekroju jest réwne v12% + 8% + 3 = J144+64+9 =217 .

8.2. Umies¢my ten ostrostup przy trzech ptaszczyznach prostopadtych do
siebie. Patrz rysunek.

Dl/

DV!I
Ptaszczyzna tylna

Ptaszczyzna
boczna

Ptaszczyzna pozioma



