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4 Porady i wskazéwki, ktérych nie ma w tablicach maturalnych

Wstep

Podczas nauki matematyki uczniowie czesto korzystajg z tzw. tablic maturalnych,
czyli ,,Wybranych wzoréw matematycznych” opracowanych przez Centralng Komisje
Egzaminacyjng. Wielu uczniow, a w szczegdlnosci maturzystow, podczas wprowadzania
réznych zagadnien matematycznych pyta mnie: czy to jest w tablicach maturalnych? Jesli
okazuje si¢, ze jest, to widze¢ w ich oczach spokoj, ale jesli odpowiadam, ze nie ma, to
widzg pewne przerazenie, szczegoOlnie kiedy podkreslam, ze to bardzo wazne zagadnienie
maturalne. Wtedy uczniowie znowu pytaja, czy moge im podaé te wazne rzeczy, ktérych
nie ma w tablicach maturalnych, a ktére sg szczegdlnie wazne i czesto bywaja na maturze.

Ksigzka Porady i wskazowki, ktorych nie ma w tablicach maturalnych jest wtasnie
odpowiedzig na takie pytanie, kierowang zwlaszcza do maturzystow, aby mogli lepiej
przygotowa¢ si¢ do egzaminu. Powstala ona na podstawie mojego wieloletniego
do$wiadczenia w nauczaniu matematyki, jak réwniez wieloletniego doswiadczenia
w sprawdzaniu prac maturalnych (jako egzaminatora i weryfikatora). Ksigzka zawiera
bardzo przydatne porady i1 wskazéwki — 1 co wazne — wraz z przykladami ich
zastosowania. Kazdy maturzysta powinien je zna¢ i umie¢ zastosowac, jednak wiemy
(mysle, ze zgodza si¢ tu ze mng inni nauczyciele), ze spora cz¢$¢ uczniéw ich nie pamigta,
a nawet niektorych nie zna. Wskazoéwki podzielone s3 tematycznie, aby tatwiej byto
znalez¢ potrzebg porade 1 przyktad.

A zatem zachg¢cam do poczytania Porad i wskazowek..., zycze przyjemnej
1 owocnej pracy, a przede wszystkim powodzenia na maturze!

Tomasz Grebski
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Symbole uzywane w ksiazce

Symbol Znaczenie symbolu

pVvq alternatywa (p lub q)

pPAq koniunkcja (p 1 q)

pP=yq implikacja (jesli p, to q)

P g ;(;\;v;l:(;;;ilmos'é (p zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
q9)

aeA nalezenie elementu do zbioru (a nalezy do A)

AUB suma zbiorow A, B

R zbidr liczb rzeczywistych

N zbidr liczb naturalnych

C zbidr liczb catkowitych

@ zbior pusty

D dziedzina

A wyr6znik tréjmianu kwadratowego — ,,delta”

,]qjilla” granica ciaggu (a,)

n! silnia liczby n (n silnia)
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I. Liczby rzeczywiste, zbiory, wyrazenia algebraiczne

WSKAZOWKA 1.
Bardzo wazny wzor z wykorzystaniem wartosci bezwzglednej: Va2 = |x|.

. ., 2
Wzoru tego nie wolno myli¢ ze wzorem: (\/}) = x.

Przyklad 1.
Rozwigz réwnanie: x2 — 9 = 0.
Rozwigzanie:
x2—9=0
x%2 =9 pierwiastkujemy stronami (obie strony s nieujemne)
ViZ =3
x| =3
x € {-3,3}.

Przyklad 2.
Upro$é wyrazenie: v 7 — 4v/3.

Rozwigzanie:

V7 - 43 = /(z—@)z = |2-V3|=2-3
Wyjasnienie, jak ,,zobaczy¢” wzor skroconego mnozenia:

7 — 43 = a? — 2ab + b? = (a — b)?

2ab=4V3 i a®+b*=7

ab=2V3 = a=2, b=+3
Sprawdzamy, czy a = 2, b = v/3 spehiaja rownanie: a? + b% = 7. Okazuje sig, ze

spetniaja. Zatem 7 — 4+/3 = (2 — \/§)2

Przyklad 3.
Rozwigz rownanie: Vx + 1 = 3.
Rozwiqzanie:
Vx+1=3
D:x+1>0=>x€(—1,+x)
Vx + 1 = 3 podnosimy obustronnie do kwadratu (obie strony sa nieujemne)
(FFT) =3
x+1=9
x=81ix €(—1,+00)
Zatem x = 8.
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WSKAZOWKA 2.

Wiemy, ze odejmowanie nie jest przemienne, ale gdy odejmowanie jest podniesione do
kwadratu Iub gdy jest w wartosci bezwzglednej, to jest przemienne.
(a —b)?* = (b —a)?

la—b|=|b—al
2
Czesto spotykamy si¢ rowniez z podniesieniem do kwadratu wyrazenia typu: (— a-— b) .

Ktory wzor skroconego mnozenia zastosowac? Oto wskazowka:

(—a—b)2 = (a + b)?

Przyklad 1.
(x—2)2
(2-x)2 1

Przyklad 2.
[x—9] _
l9-x|

Przyklad 3.
(cx=3)" = [~(x +3)]? = (x + 3)2

WSKAZOWKA 3.
Blad bezwzgledny i wzgledny.
Oznaczmy:

r — wielkos¢ rzeczywista,

p — wielko$¢ przyblizona.
Btad bezwzgledny: BB = |r — p|
Btad wzgledny: BW = Il

|7

Blad wzgledny procentowy: BW% = %- 100%

Przyklad 1.

Rzeczywista wysoko$¢ drzewa wynosi 5,6 m. Jacek oszacowat wysoko$¢ drzewa
1 otrzymat wynik 5,4 m. Oblicz blad bezwzgledny, blad wzgledny oraz btad wzgledny
procentowy pomiaru Jacka.

Rozwigzanie:

Oznaczmy:
r=56m
p=54m

BB =|r—p|=156—-54]=02m
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|r - pl _ |5!6 - 5,4|

BW = - = 0,0357
7| |5,6]
BWY% = % 100% = % 100% = 0,0357 - 100% = 3,57%.
Przyklad 2.

Wyznacz liczbe x jezeli wiadomo, ze przyblizenie z nadmiarem tej liczby wynosi 15,2,
a btad wzgledny tego przyblizenia jest rowny 0,02.
Rozwigzanie:

Oznaczmy:

r=x

p=152

BW = 0,02
Podstawiamy do wzoru:

x—15,2

0,02 = - L/ x|

[0,02x| = |x — 15,2]
Korzystamy z wlasnos$ci warto$ci bezwzglednej: jesli |a| = |b|,to a = b lub a = —b.

0,02x =x—15,2 lub 0,02x = —x + 15,2
x =15,51 lub x =149
Poniewaz przybliZzenie bylo z nadmiarem, to szukana liczba x = 14,9.

WSKAZOWKA 4.
Nieréwnosci z wartoscig bezwzgledna:
la + b| < |a| + |b]

la — bl < |al + |b|

|lal = |b]| < la + bl

|lal = 1b]| < la - b]

WSKAZOWKA 5.
Zaleznosci migdzy $rednimi w matematyce (nierdéwnos¢ Cauchy’ego):
Dla dowolnych liczb dodatnich a4, a,, ..., a,, zachodza nier6wnosci:

at+ai+-+ak  atay+-+a, n
= > Jaitayt..ra, =
n n 1 1 1

— =t e —
a; az an

$rednia kwadratowa = $rednia arytmetyczna = $rednia geometryczna = $rednia harmoniczna

(rownos¢ zachodzi wtedy, gdy a; = a, = ... = ay)

Przyklad 1.

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nierd6wnos¢
8abc < (a+b)(b + c)(c + a).
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Rozwiqgzanie:
Korzystamy z zalezno$ci mi¢dzy $rednig arytmetyczng a $rednig geometryczng dla kazdej
pary liczb:

Vab <=2
Vbe < =°
Vac < =<
Mnozymy nieréwnosci przez 2:
2Vab<a+b
2Vbc <b+c

2Vac<a+c
Mnozymy nieréwnosci stronami:
8va?b?c? < (a+b)(b+c)(c+a)
Liczby a, b, ¢ sa dodatnie, zatem
8abc < (a+ b)(b+ c)(c + a).

Przyklad 2.
Suma dlugosci wszystkich krawedzi prostopadtoscianu  wynosi  24. Wyznacz
prostopadtoscian (dlugosci jego krawedzi) o najwiekszej objetosci.
Rozwigzanie:
Niech a, b, ¢ beda dlugosciami krawedzi prostopadtoscianu, za$ przez V' oznaczmy jego
objetos¢. Mamy zatem:
4(a+b+c) =24
a+b+c=6
Wiemy, ze V = abc
Wykorzystajmy teraz zaleznos¢ migdzy $srednig arytmetyczng a §rednig geometryczng:

a+b+c
VYabe <

3
a+b+c>3
3

V<(a+b+c>3_(6)3_8
= 3 ~\3/

Rownos¢ ma miejsce wtedy 1 tylko wtedy, gdy a = b = ¢ = 2. Zatem najwickszg objetos¢

ach(

sposrod prostopadtosciandw z zadania ma szescian o krawedzi dtugosci 2.

WSKAZOWKA 6.

Srednia predko$¢ — jak ja obliczad?

Uwaga: Nie mozna liczy¢ $redniej predkosci ze $redniej arytmetycznej.
Srednia predko$é to stosunek catej drogi do tacznego czasu jej przebycia.
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Przyklad 1.

Samochdd jechat z miasta 4 do miasta B z predkoscia 50 km/h, za$§ z miasta B do miasta 4
z predkoscig 40 km/h. Oblicz $rednig predkos$¢ samochodu dla calej trasy.

Rozwigzanie:

Korzystamy ze wzoru: V = %

Predkos¢ $rednia to stosunek catej drogi do catego czasu, czyli Vi, = ﬁ, gdzie s
1 2

oznacza drog¢ z miasta 4 do miasta B, za$ t; 1 t, to czas przejazdu, odpowiednio, z miasta
A do miasta B oraz z B do 4.

v S ¢ S S

= — = —_——_— = —_—

17 17y, 7 50

v S ¢ S S
= — _—=—

27, 27y, 40

Zatem

o 2s _ 2s _ 2 _444 km
T ot () st LR

50 "40 S\507%0) 50T 40

Mozna zauwazy¢, ze jest to Srednia harmoniczna.

WSKAZOWKA 7.

Troche z teorii liczb — czyli, jak poprawnie zapisywac liczby.
Liczba parzysta: x = 2n

Liczba nieparzysta: x = 2n +1

Liczba podzielna przez 5: x = 5n

Liczba, ktora przy dzieleniu przez 7 daje reszt¢ 3: x="7n+3
Dwie kolejne liczby parzyste: 2n, 2n +2

Dwie kolejne liczby nieparzyste: 2n +1, 2n +3

(liczba n jest liczbg catkowita)

Przyklad 1. (Zrédlo: CKE, Matura czerwiec 2012 (PP), zad. 29)
Uzasadnij, ze suma kwadratow trzech kolejnych liczb catkowitych przy dzieleniu przez 3
daje reszte 2.
Rozwigzanie:
n — liczba catkowita
n?+ (n+1)?+ (n+2)? = [po obliczeniach] = 3n* + 6n +5 =
=3n*+6n+3+2=3n*+2n+1)+2=3k+2, gdziek€eC
c.nd.

Przyklad 2. (Zrédlo: CKE, Matura maj 2014 (PP), zad. 28)
Udowodnij, ze kazda liczba catkowita k, ktora przy dzieleniu przez 7 daje reszte 2, ma te
wlasno$¢, ze reszta z dzielenia liczby 3k? przez 7 jest réwna 5.
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Rozwigzanie:
k = 7n + 2 — liczba catkowita, ktéra przy dzieleniu przez 7 daje reszte 2, gdzien € C
3k2 =3(7Tn+2)?=3(49%+28n+4) =
=147n*+84n+ 12 =147n* +84n+7+5
=7Q1n*+12n+1)+5=7m+5, gdziem € C

c.n.d.

WSKAZOWKA 8.

Jak szybko oblicza¢ zmiany procentowe?

Przyklad 1.
Cena pewnego towaru zmieniala si¢ nastepujaco: najpierw wzrosta o 10%, potem zmalata
0 20%, a nastepnie wzrosta o 5%. Jak zmienita si¢ ostatecznie cena tego towaru?
Rozwiqgzanie:
Mozemy to szybko obliczy¢ w nastepujacy sposob:

X — cena poczatkowa

110% -80% - 105%x = 1,1-0,8-1,05x = 0,924x = 92,4%x

100% — 92,4% = 7,6%
A zatem cena zmalata o 7,6%.

WSKAZOWKA 9.

Jakim procentem liczby a jest liczba b?

b
—-100%
a

Przyklad 1.
Jakim procentem liczby 60 jest liczba 257

Rozwigzanie:

25 1000/—4120/
60 0T g

WSKAZOWKA 10.

O ile procent wigcej, o ile procent mniej...
Jesli liczba a jest wicksza od liczby b o 10%, to nieprawda jest, ze liczba b jest mniejsza od
liczby a o 10%.

Przyklad.
Zuzia ma 50 pocztowek, a Kasia 75. O ile procent wigcej pocztowek ma Kasia niz Zuzia?
O ile procent mniej pocztoéwek ma Zuzia niz Kasia?

Rozwigzanie:
I spos6b — zadanie rozwigzemy za pomoca proporcji.
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Najpierw zajmiemy si¢ pierwszym pytaniem: O ile procent wigcej pocztowek ma Kasia niz
Zuzia?
W tym przypadku liczba pocztowek Zuzi stanowi 100%.

50 —100%

75 —x

v 75-100% — 150%
50

150% — 100% = 50%
Odp. Kasia ma o 50% wigcej pocztowek niz Zuzia.

Teraz zajmiemy si¢ drugim pytaniem: O ile procent mniej pocztowek ma Zuzia niz Kasia?
W tym przypadku liczba pocztowek Kasi stanowi 100%.

75 - 100%
50 —x

50-100% 2
X—T— 665/0

2 1
100%— 665% = 335%

Odp. Zuzia ma o 33 % % mniej pocztowek niz Kasia.

I sposéb — wykorzystamy wskazowke 9.
Najpierw obliczamy réznic¢ migdzy liczbg pocztowek.
75-50=25
Teraz zajmiemy si¢ pierwszym pytaniem: O ile procent wiecej pocztoéwek ma Kasia niz
Zuzia?
W tym przypadku nalezy obliczy¢, jakim procentem liczby 50 jest obliczona rdznica 25

25 100% = 50%
0 0= 0

Odp. Kasia ma o 50% wigcej pocztowek niz Zuzia.

Zajmijmy si¢ teraz drugim pytaniem: O ile procent mniej pocztéwek ma Zuzia niz Kasia?
W tym przypadku nalezy obliczy¢, jakim procentem liczby 75 jest obliczona roznica 25
é- 100% = 331%
75 3

Odp. Zuzia ma o 33 % % mniej pocztéwek niz Kasia.

WSKAZOWKA 11.

Procent sktadany — najczgdciej zwiazany z lokatami bankowymi.
WprowadZzmy oznaczenia:

K —kapital koncowy,

K, — kapitat poczatkowy,

p —roczna stopa procentowa,
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n — liczba lat trwania lokaty,
m — liczba okresow kapitalizacji w ciaggu roku.

D mn
Wzér bez podatku: K =K, - (1 + 100.m)

mn
Wz6r z podatkiem 20%: K = K, - (1 +0,8- 10z-m)
Przyklad.
Whptacamy 10 000 zt na dwuletnig lokat¢ do banku. Roczna stopa procentowa wynosi 4%.
Oblicz kapital po zakonczeniu lokaty w przypadku, gdy:
a) odsetki kapitalizowane sg co roku,
b) odsetki kapitalizowane sa co p6t roku,
c¢) odsetki kapitalizowane sg co kwartal.
Uwzglednij 20-procentowy podatek od odsetek.

Rozwigzanie:

a)
K — kapitat koncowy
K, =10 000 zt

p=4,n=2,m=1

4 1-2
K =10 000 - (1 +0,8- —) — 10 650,24 71

100-1
b)

K — kapitat koncowy

K,=10 000 zt

p=4n=2,m=2
4

2:2
K =10 000 - (1 +08- —) = 10 655,52 71

100-2
c)
K — kapital koncowy
K, =10 000 z1
p=4,n=2,m=4
4 4-2
K =10 000 - (1 +0,8- —) — 10 658,21 zk
100-4

WSKAZOWKA 12.

Rozklad na utamki proste to przeksztalcenie utamka na sum¢ ulamkéw o liczniku
rownym 1.

Przyklad.

Przedstaw wyrazenie W (x) = w postaci sumy utamkéw prostych.

x2-5x—6
Rozwigzanie:
I sposéb:
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2x-5 2x-5 A B A(x+1)+B(x-6) __

X2 5x—6  (x—6)(x+1)  x—6 ' x4l (x—6)(x+1)

W(x) =

__ Ax+A+Bx—6B _ (A+B)x+A-6B
(x—-6)(x+1)  (x—6)(x+1)

Porownujemy teraz liczniki
2x —-5=(A+B)x+A—6B

{A +B =2
A—6B =-5
Po rozwigzaniu mamy: A = 1,B =1
Zatem
1

W) = x—6 x+1

I sposdb:
2x —5 2x —5
W(x) =

x2—5x—6:(x—6)(x+1):
Wyrazenie z licznika rozpisujemy w nastgpujacy sposob:
2x —5=(x—6)+ (x + 1), mamy zatem
x—6)+(x+1) (x—6) (x+1) 1 1
- x—6)(x+1) - (x—6)(x+1)+(x—6)(x+1) :x+1+x—6'

WSKAZOWKA 13.

Usuwanie niewymierno$ci z mianownika utamka.

Przyklady:
2 V3 _ 2V3

2 _2 . ¥3_ 2
VETE VG 3
bi—i.f.ﬁ 2Y25
) ETE B s

2 _ 2 3-1_2(¥3-1) _ 2(v3-1) _ .
C)\/§+1_\/§+1 V3-1 3-1 2 =V3-1

Wykorzystujemy wzér: a2 — b? = (a — b)(a + b)

2 zs-3me1 2(VEE-35+1)  2(VEE-35+1) | 475-3G41

2
d) Us+1 X541 WIs-N541 541 6 3
Wykorzystujemy wzér: a3 + b3 = (a + b)(a? — ab + b?)

4 . 4 Va1 a(Va-1)
©) Yie+¥a+1  Vie+3a+1 Ya-1 3
Wykorzystujemy wzor: a® — b3 = (a — b)(a? + ab + b?)
5 C(VB+V2)-1 _ 5(vB+V2-1) _ 5(V3+V2-1) _

5
D V3241 (V3+V2)+1 (VB+V2)-1  (y34+y2)°-12 4+2V6

_ 5(¥3+v2-1) V-2 _ 5(3V2+2vV3-V6-2v3-2v2+2) _ 5(V2-V6+2)
T 2(V6+2)  Ve-2 2:2 - 4
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WSKAZOWKA 14.

Dowodzenie nieréwnosci algebraicznych.

Cel: przeksztalci¢ nierownos¢ z TEZY w tzw. oczywistg prawde, np. doprowadzi¢ do

nieréwnosci (w)? > 0, ktora jest zawsze prawdziwa. Podczas przeksztatcen nalezy

stosowac¢ tzw. przeksztalcenia tozsamosciowe.

Wskazowki:

1. likwidowa¢ utamki — mnozy¢ przez wspdlny mianownik (oczywiscie mnozy¢, pilnujac
znaku nieréwnosci),

2. likwidowa¢ pierwiastki — podnosi¢ obustronnie do kwadratu (jesli obie strony sa
nieujemne),

3. przenosi¢ wszystkie wyrazenia na jedng strong,

4. wylacza¢ wspolne czynniki przed nawias — doprowadza¢ do postaci iloczynowe;j,

5. zauwazaé wzory skroconego mnozenia.

Przyklad (Zrédlo: CKE, Matura sierpier 2010 (PR), zad. 6)

. . ., 4|a*+b* a?+b? . . . .
Wykaz, ze nierownos¢ — o Jest spelniona przez wszystkie liczby

rzeczywiste a i b.

Rozwigzanie:
Zalozenie: a,b € R

4 a*+b* a?+b?
Teza.‘\/ > 2\/ >

Dowod:

4|q* + b* a? + b2
>
2 2
a* + b* a? + b?\*
>
2 2
a*+b* a*+ 2a%b? + b*
> /-4
2 4

2a* + 2b* = a* + 2a?b? + b*  przenosimy wszystko na lewg strone

/ OF

a* —2a*b?> +b* >0 zauwazamy wzOr skroconego mnozenia

(a?> —b?)%? >0
Kwadrat dowolnego wyrazenia jest nieujemny, zatem powyzsza nierdwnos¢ jest zawsze
prawdziwa.

WSKAZOWKA 15.

Dziatania na pierwiastkach — dwa wzory:

Va- Vb ="Nampn
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Przyklady:

V213 ="Y2433

WSKAZOWKA 16.

Kilka dodatkowych wzoréw skréconego mnozenia:
(a+b+c)?=a?+b%+c?+2ab + 2bc + 2ac
(a—b+c)?=a?+b%+c%?—2ab—2bc + 2ac
(a+b—c)?=a?+b*+c?+ 2ab — 2bc — 2ac
(a—b—c)?=a?+b%?+c%?—2ab + 2bc — 2ac
(a+b+c)®=a%+b3+c3+3(a?b +a’c+ b%a + b?c + c?a + ¢?b) + 6abc

WSKAZOWKA 17.

Liczba przeciwna i liczba odwrotna.

Dana liczba Liczba przeciwna Liczba odwrotna
1
X -Xx =
X
1
5 -5 S
_3 3 _
4 4 3
e
V3 -3 N

WSKAZOWKA 18.

NWD — najwigkszy wspolny dzielnik.

NWW —najmniejsza wspolna wielokrotno$¢.

Jak wyznaczy¢ NWD i NWW? Pokazemy to na przyktadzie.

Przyklad.
Wyznacz NWD i NWW liczb 72 1 60.
Rozktadamy liczby na czynniki pierwsze:

72 60

36 30

18 |2 15

9 5 5
3 3

Zaznaczamy elementy (czynniki) powtarzajace si¢ w obu liczbach (szarg czcionka).
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NWD jest iloczynem czynnikow powtarzajacych sig, czyli

NWD (72,60) =2-2-3 =12

NWW jest iloczynem jednej liczby 1 czynnikdw nie powtarzajacych si¢ z drugiej liczby,
czyli

NWW (72,60) =2-2-2-3-3:-5=72-5=60-2-3 =360

WSKAZOWKA 19.

Twierdzenie:
NWD (a,b) - NWW (a,b) =a-b

Przyklad.
NWD (72,60) - NWW (72,60) = 12-360 = 72 - 60

WSKAZOWKA 20.

Jednostki:

1 km = 1000 m = 10 000 dm = 100 000 cm = 1 000 000 mm

1 km? =1 000 000 m* = 100 000 000 dm” = 10 000 000 000 cm*
1 ha=10 000 m*

1 ha=100a

1a=100 m’

1 kg =100 dag=1000 g

1t=1000 kg (1 tona=1000 kg)

11=1dm’=1000cm’ (1litr=1dm’)



