
7
Tomasz Grębski

Praktyczny przewodnik po programie 
dla każdego

MATEMATYKA

MatematykaMM
at

em
at

yk
a Kompendium maturalne

Zakres podstawowy

Aleksandra Gębura

Matematyka

Zadania powtórkowe 
przed maturą
Zakres podstawowy

Tomasz Zamek-Gliszczyński

M
at

em
at

yk
a

MatematykaMM
at

em
at

yk
a Kompendium maturalne

Zakres rozszerzony

Aleksandra Gębura

Matematyka

Zadania powtórkowe 
przed maturą
Zakres rozszerzony

Tomasz Zamek-Gliszczyński

M
at

em
at

yk
a

Elżbieta Świda
Elżbieta Kurczab
Marcin Kurczab
Małgorzata Przeniosło

Powtórka przed maturą

MATEMATYKA
Zadania

ZAKRES PODSTAWOWY

Podstawianie 
zmiennej pomocniczej 
w równaniach i nie tylko
Zadania z rozwiązaniami

Tomasz Grębski

M
at
em

at
yk
a

123
Aleksandra Gębura
 

MATEMATYKA
Zadania z rozwiązaniami
Zakres podstawowy

Przed maturą

MATEMATYKA

Porady i wskazówki 
których nie ma w tablicach maturalnych 
z przykładami ich zastosowania

Tomasz Grębski





Szanowni Państwo,

oto informator o naszych pozycjach wydawniczych z matematyki, które są przezna-
czone dla uczniów liceów i techników, przygotowujących się do matury według zasad 
obowiązujących od roku szkolnego 2014/15.

Wybrane fragmenty książek ilustrują zakres i sposób opracowania treści nauczania, 
ujętych w podstawie programowej obowiązującej w szkołach od września 2012 r. 
W poszczególnych pozycjach prezentujemy: okładkę, spis treści, wstęp do ksiażki, 
przykładowy fragment opracowania treści i odpowiedni fragment odpowiedzi.

Na końcu informatora przedstawiamy trzy pozycje przeznaczone dla uczniów, na-
uczycieli i dla tych, którzy szczególnie interesują się matematyką oraz współczesnymi 
narzędziami informatycznymi przydatnymi w jej nauczaniu i zastosowaniu. 

Gorąco zachęcamy do korzystania z naszej oferty. Jesteśmy przekonani, że pozycje te 
pomogą uczniom skutecznie przygotować się do matury i osiągnąć sukces podczas 
egzaminu. 

Wydawca

ul. Kościańska 4, 01-695 Warszawa
tel. 22 560 81 00, fax 22 560 81 27
e-mail: pazdro@pazdro.com.pl
www.pazdro.com.pl
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ZADANIA MATURALNE

Zadanie 1.1. [matura, maj 2010, zad. 3. (1 pkt)]

Liczba 2 3

2 3

2 1

1 2

0� �

� �

�

�

�

�
�

�

�
�  jest równa

A. 1  B. 4 C. 9  D. 36

Zadanie 1.2. 
Iloczyn 812 · 94 jest równy
A. 34  B. 30 C. 316  D. 314

Zadanie 1.3. 
Kwadrat liczby x � �2 3  jest równy

A. 7 4 3   B. 7 4 3 C. 1  D. 7

Zadanie 1.4. [matura, czerwiec 2011, zad. 1. (1 pkt)] 

20

A. 5 2   B. 5 4 C. 4 5  D. 2 5

Zadanie 1.5. [matura, czerwiec 2011, zad. 2. (1 pkt)] 

a

b

�

�
�

�

�
�

�5

a i b 

A. � �5 a

b
 B. b

a

�

�
�

�

�
�

5

 C. b
a

5
 D. ��

�
�

�

�
�
a

b

5

Zadanie 1.6. 
Dla pewnych liczb a i b a2 –  b2 = 200 i a + b = 8. Dla tych liczb a i b war-

 a – b jest równa
A. 25 B. 16 C. 10 D. 2

Zadanie 1.7. [matura, maj 2012, zad. 2. (1 pkt)] 

Liczba �� � �
�

8 16
1

3

3

4  jest równa

A. –8  B. –4 C. 2  D. 4

6

Zadanie 1.8. [matura, maj 2012, zad. 3. (1 pkt)] 

Liczba 3 2 4 2 2
2

�� � � �� � jest równa

A. 19 10 2   B. 17 4 2  C. 15 14 2   D. 19 6 2

Zadanie 1.9. [matura, czerwiec 2012, zad. 1. (1 pkt)] 

5 2

5 2

�

�
 jest równy

A. 1  B. –1 C. 7 4 5  D. 9 4 5

Zadanie 1.10. [matura, czerwiec 2012, zad. 21. (1 pkt)] 

a a�� � � � �2 2 28 2 8
2

2  zachodzi dla

A. a = 14  B. a 7 2  C. a = 7  D. a 2 2

Zadanie 1.11. 
Iloczyn 9–5 · 38 jest równy
A. 3–4  B. 3–9 C. 9–1  D. 9–9

Zadanie 1.12. 

Liczba 2 3 2
2

�� �  jest równa
A. –14  B. 22 C. 14 12 2   D. 22 12 2

Zadanie 1.13. [matura, maj 2013, zad. 23. (1 pkt)] 

Liczba 50 18

2
 jest równa

A. 2 2   B. 2 C. 4  D. 10 6

Zadanie 1.14. [matura, czerwiec 2013, zad. 1. (1 pkt)]

Liczba 16 4
3 2

3

�� ��  jest równa

A. 4  B. 4–4 C. 4–8  D. 4–12

Zadanie 1.15. 

Liczba 5 25

5

3

 jest równa

A. 5 55   B. 5 54  C. 5 53  D. 5 56

Zbiór zadań maturalnych CKE z rozwiązaniami. Poziom podstawowy. Przykładowy fragment
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Zadanie 1.8. [matura, maj 2012, zad. 3. (1 pkt)] 

Liczba 3 2 4 2 2
2

�� � � �� � jest równa

A. 19 10 2   B. 17 4 2  C. 15 14 2   D. 19 6 2

Zadanie 1.9. [matura, czerwiec 2012, zad. 1. (1 pkt)] 

5 2

5 2

�

�
 jest równy
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a a�� � � � �2 2 28 2 8
2

2  zachodzi dla

A. a = 14  B. a 7 2  C. a = 7  D. a 2 2

Zadanie 1.11. 
Iloczyn 9–5 · 38 jest równy
A. 3–4  B. 3–9 C. 9–1  D. 9–9

Zadanie 1.12. 

Liczba 2 3 2
2

�� �  jest równa
A. –14  B. 22 C. 14 12 2   D. 22 12 2

Zadanie 1.13. [matura, maj 2013, zad. 23. (1 pkt)] 

Liczba 50 18

2
 jest równa

A. 2 2   B. 2 C. 4  D. 10 6

Zadanie 1.14. [matura, czerwiec 2013, zad. 1. (1 pkt)]

Liczba 16 4
3 2

3

�� ��  jest równa

A. 4  B. 4–4 C. 4–8  D. 4–12

Zadanie 1.15. 

Liczba 5 25

5

3

 jest równa

A. 5 55   B. 5 54  C. 5 53  D. 5 56
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Zadanie 1.16. 
Liczby rzeczywiste a, b, c a + b = 3, b + c = 4 i c + a = 5.
Wtedy suma a + b + c jest równa
A. 20 B. 6 C. 4 D. 1

Zadanie 1.17. [matura, maj 2014, zad. 3. (1 pkt)] 
2

3 1

2

3 1�
�

�
 jest równa

A. –2  B. 2 3  C. 2 D. 2 3

Zadanie 1.18. [matura, maj 2014, zad. 21. (1 pkt)] 

Liczba 1

729 256 2
3 4

0

2

� �� �

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

 jest równa

A. 1
225

  B. 1
15

 C. 1 D. 15

Zadanie 1.19. [matura, czerwiec 2014, zad. 8. (1 pkt)] 

Liczba 3 3

3 3

27 26

26 25
 jest równa

A. 1  B. 3 C. 6 D. 9

Zadanie 1.20. 

Liczba 1
2
22014  jest równa

A. 22013  B. 22012 C. 21007 D. 12014

Zadanie 1.21. 

Liczba 5 3 2 15
2

�� � �  jest równa

A. 2 2 15   B. 8 C. 2 4 15  D. 2

Zadanie 1.22. [matura, maj 2015, zad. 4. (1 pkt)] 

m
5 5

5 5
5�

�
�  zachodzi dla

A. m = 5  B. m = 4 C. m = 1 D. m = –5

Zadanie 1.23. [matura, maj 2015, zad. 3 swe. (1 pkt)] 

Liczba 2 2

4

3 53  jest równa

A. 2
20

3   B. 2 C. 2
4

5  D. 23

8

Zadanie 1.24. [matura, czerwiec 2015, zad. 1. (1 pkt)] 

Liczba 2 18 32  jest równa

A. 2
3

2   B. 2
1

2  C. 2
1

2  D. 2
3

2

Zadanie 1.25. [matura, czerwiec 2015, zad. 2. (1 pkt)] 

� �
�

�32 2

4
2

5 1

2  jest równa

A. 1

2
  B. 1

2
 C. 1 D. –1

Zadanie 1.26. [matura, czerwiec 2015, zad. 1 swe. (1 pkt)] 

Liczba 
0 2

25

3

34

,� �
�

 jest równa

A. 53   B. 1

53

 C. 523  D. 1

523

Zadanie 1.27. [matura, czerwiec 2015, zad. 4 swe. (1 pkt)] 
Liczba 173 + m3 jest podzielna przez 19 dla
A. m = –8  B. m = –2 C. m = 2 D. m = 8

Zadanie 1.28. 

a 3

2
 i b a b

a b

�

�
 jest równa

A. 2
3

  B. 1 C. 6
7

 D. 27
6

Zadanie 1.29. 

Liczba 9 5

45

5 9

5
 jest równa

A. 4540  B. 459 C. 94 D. 54

Zadanie 1.30. 

Liczba 9

7

7

9
 jest równa

A. 16
63

  B. 16

3 7
 C. 1 D. 3 7

3 7

8
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Zadanie 1.24. [matura, czerwiec 2015, zad. 1. (1 pkt)] 
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Liczba 173 + m3 jest podzielna przez 19 dla
A. m = –8  B. m = –2 C. m = 2 D. m = 8

Zadanie 1.28. 

a 3

2
 i b a b

a b

�

�
 jest równa

A. 2
3

  B. 1 C. 6
7

 D. 27
6

Zadanie 1.29. 

Liczba 9 5

45

5 9

5
 jest równa

A. 4540  B. 459 C. 94 D. 54
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Liczba 9

7

7

9
 jest równa

A. 16
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3 7
 C. 1 D. 3 7
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1.15 5 25

5

5 5 5

5
5 5

3 3 2

4
�

�
� �

� B

1.16 2(a + b + c) = 3 + 4 + 5, a + b + c = 6 B

1.17
2

3 1

2

3 1

3 1 3 1 2

�
�

�
� � � �� � �  C

1.18 1

729 256 2

1

1
1

3 4
0

2

2

� �� �

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�
�

�
�
�

�
� �

�

�

C

1.19
3 3

3 3

3 3 1

3 3 1
3

27 26

26 25

26

25

�

�
�

�� �
�� �

� B

1.20 1

2
2 2 2 22014 1 2014 2013� � � �� A

1.21 5 3 2 15 5 2 15 3 2 15 8
2

�� � � � � � � � B

1.22 m �
�� � �� �

� �
5 5 5 5

5

20

5
4 B

1.23
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ZADANIA MATURALNE

1. Funkcja kwadratowa

Zadanie 1.1. [matura, maj 2010, zad. 6. (5 pkt)]
m, dla których równanie x2 + mx

m2 – 13.

Zadanie 1.2. 
m, dla których równanie x2 – (m x + m2 m = 0 ma 

m3 – 3.

Zadanie 1.3. 
Narysuj wykres funkcji f f (x) = x2 |x|

f (x) = m m. 

Zadanie 1.4. [matura, maj 2011, zad. 3. (6 pkt)]
m, dla których równanie x2 mx – m3 + 6m2 + m – 2 = 0 

x1, x2 x1 – x2)2 < 8(m + 1).

Zadanie 1.5. [matura, czerwiec 2011, zad. 2. (5 pkt)]
m, dla których równanie 2x2 – (m – 2)x – 3m = 0 ma 

x1, x2 x1
2 + x2

2 – 2x1x2  25.

Zadanie 1.6. 
-

Zadanie 1.7. 
m, dla których równanie x2 – (m + 2)x + m

x1, x2 x1  + x2 m3 +  6m2 – 32m + 12.

Zadanie 1.8. 
m, dla których równanie 2x2 + (3 – 2m)x – m + 1 = 0 ma 

x1, x2 |x1 – x2| = 3.

Zadanie 1.9. [matura, maj 2013, zad. 6. (6 pkt)]
m, dla których równanie x2 + 2(1 – m)x + m2 – m = 0  

x1, x2 x1x2  6m  x1
2 + x2

2.

Zbiór zadań maturalnych CKE z rozwiązaniami. Poziom rozszerzony. Przykładowy fragment
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6

Zadanie 1.10. [matura, czerwiec 2013, zad. 2. (5 pkt)]
m, dla których równanie (m + 1)x2 – 3mx + m + 1 = 0

Zadanie 1.11. 
m, dla których funkcja kwadratowa 

f (x) = x2 – (2m + 2)x + 2m x1, x2 -
A = (x1, 0), B = (x2, 0) od prostej o równaniu x + y + 1 = 0  jest równa 6.

Zadanie 1.12. 
m, dla których równanie x2 + (2m – 5)x + 2m + 3 = 0

x1, x2 x1 + x2)2  x1
2 · x2

2  x1
2 + x2

2.

Zadanie 1.13. [matura, maj 2015, zad. 7. (2 pkt)]

f. Oblicz f
f
( )

( )

6

12
.

Zadanie 1.14. [matura, maj 2015, zad. 13. (5 pkt)]
Dany jest trójmian kwadratowy f (x) = (m + 1)x2 + 2(m – 2)x – m -

m, dla których trójmian f x1, x2
warunek x1

2 – x2
2 = x1  – x2 .

Zadanie 1.15. [matura, maj 2015, zad. 3 swe. (6 pkt)]
m, dla których równanie (m2 – m)x2 – x + 1 = 0 ma dwa 

x1, x2
1

3

1 1

1 2 1 2
x x

m

x x�
� � � .

Zadanie 1.16. [matura, czerwiec 2015, zad. 15. (6 pkt)]

Funkcja f f x
m m

m
x m x m( ) �

� �

�
� �� � � �

2

2
6

5
2 2 5

rzeczywistej x m, dla których funkcja f przyjmuje war-

Zadanie 1.17. [matura, czerwiec 2015, zad. 1 swe. (6 pkt)]
m, dla których równanie x2 + 2(m – 1)x + m2 + m – 1 = 0 

x1, x2 x1 + x2)(x1
2 + x2

2) = x1
3 + x2

3.

Zadanie 1.18. [matura, maj 2016, zad. 12. (6 pkt)]
Dany jest trójmian kwadratowy f(x) = x2 + 2(m + 1)x + 6m + 1 . Wyznacz wszystkie rzeczywiste 

x1, x2  tego samego 
|x1 –x2| < 3.

Matematyka. Zbiór zadań maturalnych. Lata 2010-2021. Poziom rozszerzony
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SZKICE 

1. Funkcja kwadratowa

Zadanie 1.1. (5 pkt)
m, dla których równanie x2 + mx

m2 – 13.
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�
�
�

0

2 13
1

2

1

2 2x x m
,  

gdzie   x1, x2 -
nania.

x1
2 + x1

2 = (x1 + x2)2 – 2x1x2 = m2 – 4

m
m m

m
m

m

m
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2 2
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Zadanie 1.2. (5 pkt)
m, dla których równanie x2 – (m – 4)x + m2 – 4m = 0  

m3 – 3.
:

� �

� � �

�
�
�

0

2 3
1 2

3x x m
,  

gdzie x1, x2 -
nania.

m – 4)2 – 4(m2 – 4m) = –3m2 + 8m + 16  x1 + x2 = m – 4

� � � �

� � �

�
�
�

�
� � �

� � �

�
�
�
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�� � �3 8 16 0

4 2 3

3 8 16 0

2 1 0

3 4 42
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3
4

1

m
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;

. 

Odp. m  (–1; 4).
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5

Drodzy Maturzyści!

Oddajemy w Wasze ręce zbiór zadań z próbnych arkuszy maturalnych z matematyki na 
poziomie podstawowym. Jest on skompilowaną wersją pięciu zestawów próbnych arkuszy 
maturalnych, wydanych przez Oficynę Pazdro w latach 2015–2019. Zadania są dostosowane 
do obowiązującej podstawy programowej dla szkół ponadgimnazjalnych. 

Zbiór podzielony jest na dwie części:

1 . Zadania ułożone tematycznie według głównych działów podstawy programowej 
z matematyki oraz dodatkowy dział poświęcony zadaniom na dowodzenie.

2 . Pięć nowych, próbnych arkuszy maturalnych o narastającym poziomie trudności (każdy 
arkusz zawiera 25 zadań testowych oraz 9 zadań otwartych).

Do wszystkich zadań dołączyliśmy odpowiedzi, a do zadań otwartych – pełne rozwiązania.

Rozwiązując zaproponowane przez nas zadania, będziecie mieli okazję przypomnieć sobie 
praktycznie wszystkie wymagania egzaminacyjne oraz zmierzyć się z typami zadań, jakie są 
na egzaminie maturalnym. Spotkacie się ponadto z różnymi zagadnieniami matematycznymi 
osadzonymi w różnych kontekstach sytuacyjnych. Takie podejście spowoduje, że nie będziecie 
zaskoczeni zadaniami na egzaminie maturalnym. 

Dołożyliśmy wszelkich starań, aby nowe arkusze były na najwyższym poziomie merytorycznym. 
W związku z tym są one zróżnicowane pod względem trudności, sposobów sformułowań 
i zapisów. Dobierając zadania, czerpaliśmy z naszego wieloletniego doświadczenia w nauczaniu 
matematyki oraz z pracy w zespołach egzaminacyjnych Okręgowej Komisji Egzaminacyjnej 
we Wrocławiu. Uwzględniliśmy również najnowsze trendy wynikające z analiz zadań 
proponowanych przez Centralną Komisję Egzaminacyjną od roku 2015.

Zachęcamy Was do korzystania z załączonego zestawu wzorów matematycznych podczas 
rozwiązywania zebranych zadań.

Jesteśmy przekonani, że samodzielne rozwiązywanie zadań z naszego zbioru przyczyni się 
do Waszego sukcesu maturalnego. 

Autorzy

Do zbioru dołączono wkładkę z dwoma nowymi próbnymi arkuszami maturalnymi.
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Matematyka. Zbiór zadań z próbnych arkuszy maturalnych62

6. TRYGONOMETRIA

Zadania zamknięte

6.1. (0–1) Kąt a jest rozwarty i cos a = − 1

4
. Wtedy

A. sin a = 15

4
 B. tg a = − 15

15
 C. tg a = 15  D. sin a = − 15

4

6.2. (0–1) Podaj miarę kąta wypukłego a spełniającego warunek: 2 6 cos a + 3 2  = 0 .
A . 30° B . 120° C . 60° D . 150°

6.3. (0–1) Jeżeli  a = 135°, to
A. sin a = cos α B. tg a > cos α C. cos a > sin α D. tg a < cos a 

6.4. (0–1) Wartość wyrażenia tg260° – sin 45°cos 45° – sin 60°tg30°  jest równa

A . 2  B . 3 C . 3

2
 D . 3 3

6
−

6.5 . (0–1) Jeżeli a jest kątem ostrym i  tg a = 2
2

, to

A . a = 45° B . a > 45° C . 30° < a < 45° D . a = 30°

6.6. (0–1) Kąt a jest rozwarty. Możliwe wartości funkcji trygonometrycznych kąta a to

A. sin a = 1
2

 cos a = 3

2

 tg a = 3
3

B. sin a = 1
3

 cos a = − 2 2

3

 tg a = − 2

4

C. sin a = 2

 cos a = − 1

2

 tg a = –4

D. sin a = − 1

2

 cos a = − 3

2

 tg a = − 3
3

Zadania z próbnych arkuszy maturalnych. Poziom podstawowy. Przykładowy fragment
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63Trygonometria

6.7. (0–1) W trójkącie prostokątnym cosinus jednego z kątów ostrych jest równy 1
3

 . 

Wynika stąd, że
A. sinus tego kąta jest równy 

2

3

B. przeciwprostokątna ma długość 3
C. jedna z przyprostokątnych ma długość 1 
D. jedna z przyprostokątnych jest trzy razy krótsza od przeciwprostokątnej

  
6.8. (0–1) Rysunek poniżej przedstawia kąt a taki, że  
tg a = –2. Który z podanych punktów leży na półprostej OB?

A . ��
�
�

�
�
�

3

2
3,  B. (3, 6)

C. (–3, 9) D. (– 2 , 2)

6.9. (0–1) Na końcowym ramieniu kąta a leży punkt P = (–5, 3) (patrz rysunek).

–1
–2
–3
–4

4
5

3
2
1

0 1–1–2–3–4–5–6–7–8 2 3 4 5 6 7 8

P

a
X

Y

Wskaż informację nieprawdziwą.

A. sin a = 3

34
 B. cos a = − 5

34
 C. tg a = − 3

5
 D. cos a = 5

34

6.10. (0–1) Kąt a jest kątem ostrym oraz 1 7

5tg
cos

�
�� . Wobec tego

A. sin a = 3
7

 B. sin a = 2
7

 C. sin a = 3
5

 D. sin a = 5
7

O A

B

X

Y

a
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Matematyka. Zbiór zadań z próbnych arkuszy maturalnych146

6. TRYGONOMETRIA

Odpowiedzi

Nr zadania 6 .1 . 6 .2 . 6 .3 . 6 .4 . 6 .5 . 6 .6 . 6 .7 . 6 .8 . 6 .9 . 6 .10 .

Odpowiedź A D D A C B D A D D

Nr zadania 6 .11 . 6 .12 . 6 .13 . 6 .14 . 6 .15 . 6 .16 . 6 .17 . 6 .18 . 6 .19 . 6 .20 .

Odpowiedź C B D B C D A C A B

Nr zadania 6 .21 . 6 .22 . 6 .23 . 6 .24 . 6 .25 . 6 .26 . 6 .27 . 6 .28 . 6 .29 . 6 .30 .

Odpowiedź D A A D C B A B C A

Nr zadania 6 .31 .

Odpowiedź C

Szkice rozwiązań zadań otwartych

6.32. (0-2)  około 137 m
Rozwiązanie
Z własności trójkąta prostokątnego o kątach ostrych 30° i 60° 
(rysunek obok) mamy |OW| = |OA| 3 , stąd 

|OA| = 
324 3

3
108 3=  .

Podobnie, korzystając z własności trójkąta prostokątnego 
o kątach ostrych mających miarę 45°, otrzymujemy |OB| = |OW| = 324. 
Zatem |AB| = 324 – 108 3 , po zaokrągleniu do jedności |AB| = 137 (m).

60° 45°

45°

Wieża Eiffla
324 m

W

O A B

Zadania z próbnych arkuszy maturalnych. Poziom podstawowy. Fragment odpowiedzi
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Matematyka. Próbne arkusze maturalne. Poziom podstawowy198

Arkusz próbny nr 1
POZIOM PODSTAWOWY

Zadania zamknięte

Zadanie 1. (0-1)
Wartość wyrażenia (x + y)2 − 4xy dla x = 2 + 2  oraz y = 2  − 3 jest równa

A . 13  B . 25 C . 23 + 4 2   D . 1

Zadanie 2. (0-1)

Liczba 27

9 3

27

9 3⋅
 jest równa  

A . 27
15  B . 360  C . 350  D . 315

Zadanie 3. (0-1)
Liczba log log

7 7
8 7 8−  jest równa

A . 7  B . 7  C . 3

2
 D . 1

2

Zadanie 4. (0-1)
Pewien towar wskutek gwałtownego wzrostu popytu zdrożał o 250%. Aby przywrócić począt-
kową cenę towaru należałoby teraz obniżyć tę nową cenę o 

A . 28
4

7
%  B. 40% C. 60% D. 71

3

7
%

Zadanie 5. (0-1)

Ile liczb całkowitych dodatnich spełnia nierówność  1

2
(x + 3) − 1

3
 (x − 4) ≤ 5 ?

A . 13  B . 12  C . 29  D . 28

Zadanie 6. (0-1)
Iloczyn wszystkich rozwiązań równania (x2 − 9)(x3 − 8)(x2 + 2) = 0 jest równy
A. 6  B. −18  C. 36  D. 0

Próbny arkusz. Poziom podstawowy. Przykładowy fragment

26



229Odpowiedzi i szkice rozwiązań

ODPOWIEDZI I SZKICE ROZWIĄZAŃ

ARKUSZ PRÓBNY NR 1

Odpowiedzi

Nr zadania 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 . 10 .

Odpowiedź B B D D A B C B C A

Nr zadania 11 . 12 . 13 . 14 . 15 . 16 . 17 . 18 . 19 . 20 .

Odpowiedź D B B B D A A D C B

Nr zadania 21 . 22 . 23 . 24 . 25 .

Odpowiedź C B C D C

Szkice rozwiązań zadań otwartych

Zadanie 26.  x ∈ (−∞, 0〉 ∪ 〈5, +∞)
Rozwiązanie 
Po równoważnych przekształceniach otrzymujemy kolejno:
2x2 − 4x ≥ x2 + x
x2 − 5x ≥ 0
x(x − 5) ≥ 0 .
Pierwiastkami trójmianu są x = 0 oraz x = 5 .
Zbiór rozwiązań nierówności odczytujemy z wykresu (rysu-
nek obok).

Zadanie 27.  x ∈ �� �2 0 2 6, , ,

Rozwiązanie
Równanie jest równoważne alternatywie równań: x4 − 4 = 0 lub x2 − 6x = 0 .
Mamy dalej x4 = 4 lub x(x − 6) = 0.
Rozwiązaniami pierwszego z równań są liczby − 2  oraz 2 , a drugiego 0 i 6.

–2
–1

–3
–4
–5
–6
–7

2
1

0 6 74321 5–1 X

Y

Próbny arkusz. Poziom podstawowy. Fragment odpowiedzi
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Matematyka. Próbne arkusze maturalne. Poziom podstawowy230

Zadanie 28. 
Rozwiązanie
Przekształcamy równoważnie wyjściową nierówność.

Po wymnożeniu lewej strony otrzymujemy 1 + x
y

y
x

+  + 1 > 4, czyli x
y

y
x

+  > 2 .

Z założenia x < 0 i y < 0, więc x · y > 0. Oznacza to, że nasza nierówność jest równoważna
nierównościom x2 + y2 > 2xy i dalej x2 + y2 − 2xy > 0, (x − y)2 > 0 .
Z racji tego, że x  y, ostatnia nierówność jest prawdziwa.

Zadanie 29.
Rozwiązanie  
Ponieważ |AB|:|BC| = 6:8, więc można przyjąć, że |AB| = 3x i |BC| = 4x 
dla pewnego x > 0. Zatem z tw. Pitagorasa |AC| = 5x .
Trójkąty ABC, BDC i DEC są podobne (z cechy kąt-kąt).
Zatem
| |
| |

| |
| |

CD
BC

BC
AC

= , stąd | |
| |

| |
CD BC

AC
x

= =
2

16

5

oraz 
| |
| |

| |
| |

CE
BC

CD
AC

= , więc

 
| |

| | | |

| |

| |

| | % | |CE CD BC
AC

x BC

x
BC BC�

�
�

�
� �

16

5

5

16

25
64  .

Zadanie 30.  8

9Rozwiązanie
Wszystkich możliwości jest 36. Zdarzenia elementarne, sprzyjające zdarzeniu A – co najwyżej 
jeden raz wypadnie ścianka z liczbą mniejszą od dwa, są zaznaczone w tabeli

0 1 2 3 4 5
0 X X X v
1 X X X X
2 X X X X X X
3 X X X X X X
4 X X X X X X
5 X X X X X X

Jest ich 32, zatem szukane prawdopodobieństwo jest równe P(A) = 32

36

8

9
=  .

Uwaga: Krótszym sposobem rozwiązania jest rozważenie zdarzenia przeciwnego do A, które-
mu sprzyjają tylko 4 zdarzenia elementarne.

C

D

A

B

E
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5

Drodzy Maturzyści!

Oddajemy w Wasze ręce zbiór zadań z próbnych arkuszy maturalnych z matematyki na 
poziomie rozszerzonym. Jest on skompilowaną wersją pięciu zestawów próbnych arkuszy 
maturalnych, wydanych przez Oficynę Pazdro w latach 2015–2019. Zadania są dostosowane do 
obowiązującej podstawy programowej dla szkół ponadgimnazjalnych.

Zbiór podzielony jest na dwie części:

1 .  Zadania ułożone w 19 działach tematycznych (według głównych działów podstawy 
programowej z matematyki).

2 .  Trzy nowe, próbne arkusze maturalne o narastającym poziomie trudności.

Do wszystkich zadań dołączyliśmy odpowiedzi, a do zadań otwartych – pełne rozwiązania.

Rozwiązując zaproponowane przez nas zadania, będziecie mieli okazję przypomnieć sobie 
praktycznie wszystkie wymagania egzaminacyjne oraz zmierzyć się z typami zadań, jakie są 
na egzaminie maturalnym. Spotkacie się ponadto z różnymi zagadnieniami matematycznymi 
osadzonymi w różnych kontekstach sytuacyjnych. Takie podejście spowoduje, że nie będziecie 
zaskoczeni zadaniami na egzaminie maturalnym .

Zachęcamy Was do zapoznania się z przykładowymi rozwiązaniami, ale dopiero po własnych 
próbach rozwiązania. Nie zniechęcajcie się, jeżeli w pierwszej chwili nie macie pomysłu na 
rozwiązanie. Pamiętajcie: przyjdzie taki czas, że trzeba będzie pokazać, co się umie… Zatem 
ćwiczcie – ćwiczenie czyni mistrza.

Dołożyliśmy wszelkich starań, aby nowe arkusze były na najwyższym poziomie merytorycznym. 
W związku z tym są one zróżnicowane pod względem trudności, sposobów sformułowań i zapisów. 
Dobierając zadania, czerpaliśmy z naszego wieloletniego doświadczenia w nauczaniu matematyki. 
Uwzględniliśmy również najnowsze trendy wynikające z analiz zadań proponowanych przez 
Centralną Komisję Egzaminacyjną od roku 2015.

Zachęcamy Was do korzystania z załączonego zestawu wzorów matematycznych podczas 
rozwiązywania zebranych zadań.

Jesteśmy przekonani, że samodzielne rozwiązywanie zadań z naszego zbioru przyczyni się do 
Waszego sukcesu maturalnego .

Autorzy

Do zbioru dołączono wkładkę z dwoma nowymi próbnymi arkuszami maturalnymi.
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Matematyka. Zbiór zadań z próbnych arkuszy maturalnych6

1. LICZBY

Zadania zamknięte

1.1. (0-1)  Wartość wyrażenia x x
x x

4

2

8

3 6 12

�
� �

, dla x � �3 5 2, jest równa

A. 45 6 5+  B. 10 6 5+  C. 3 5  D. 15 2 5+

1.2. (0-1)  Liczba 5 2 7
3 −  jest równa

A. 1 2−  B. 2 1−  C. 2 2 1−  D. 1 2 2−

1.3. (0-1)  Wartość wyrażenia 
2 1 2 1

5

3 3
2

�� � � �� ��

�

�
�
�

�

�

�
�
�

 

jest równa

A. 2 2  B. 10 2 14

25

+  C. 8 D. 10 2 6

5

+

1.4. (0-1)  Liczba log
2 1

5 2 7� �� � jest równa

A. –3  B. –2 C. 1

3
 D . 1

2

1.5. (0-1)  Liczba 
3

2
2

4
4

2

3
�� �log  jest równa

A . 6 B . 4 C . 6  D . 2 3

1.6. (0-1)  Ile z podanych niżej równości jest prawdziwych

1 . log log log17
17

16
17

17

16
��

�
�

�
�
� � � ,

2 . log log log
49

6
7

49

6
7��

�
�

�
�
� � � ,

3 . log log log
1

6

1

7

1

6

1

7
��

�
�

�
�
� � � ?

A . 0 B. dokładnie jedna C. dokładnie dwie D . 3

Zadania z próbnych arkuszy maturalnych. Poziom rozszerzony. Przykładowy fragment
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7Liczby

1.7. (0-1) Wartość wyrażenia 2 3
1

2

2

4

3

2 5 5
5

9 3 9

log
log log log

� � �  wynosi

A . 0 B . 1 C . log35 D . 3log23

1.8. (0-1) Liczba log

log

log

log

2

96

2

12

24

2

192

2
−  jest równa

A. –6  B . 3 C. –3 D . 6

1.9. (0-1) Wartość wyrażenia 1 5 2 25 0 75
1

2

1

2
2 2

33 1 5
3

2 1

1
1

, , , :
,� � � � � � ��

�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
� � � � ��

� �
� �

77

0

�
�
�

�
�
�

�

�
��

�

�
�� 

jest równa
A. –9 B . 9 C. –27 D . 27

1.10. (0-1) Wartością wyrażenia 3 6

3

9

2

4

log

log

log

log⋅  jest liczba

A . 3 2  B . log618 C . 1
4

log618 D . 18

1

4

1.11. (0-1) O liczbach rzeczywistych dodatnich a, b, x wiadomo, że log2x = a i log3x = b
Wtedy log6x jest równy

A . a + b B . 1
a b+

 C . ab D . ab
a b+

1.12. (0-1) Ile spośród liczb: sin120°, cos13

3

π , log
2
2, 6 4 2 3 2 2� � �  jest liczbami 

niewymier nymi?
A . 1 B . 2 C . 3 D . 4

1.13. (0-1) O liczbach rzeczywistych a, b wiadomo, że a2 + b2 + 13 = 4a + 6b
Wtedy a + b jest równe
A . 23 B . 5 C . 13 D . 3

1.14. (0-1) Liczba 2 2 2  jest równa

A . 8
6  B . 6

8  C . 88  D . 128
8
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Matematyka. Zbiór zadań z próbnych arkuszy maturalnych64

ODPOWIEDZI I SZKICE ROZWIĄZAŃ

1. LICZBY

Odpowiedzi

Nr zadania 1 .1 . 1 .2 . 1 .3 . 1 .4 . 1 .5 . 1 .6 . 1 .7 . 1 .8 . 1 .9 . 1 .10 .

Odpowiedź D B C A A D D B C A

Nr zadania 1 .11 . 1 .12 . 1 .13 . 1 .14 .

Odpowiedź D A B D

1.15. 204  1.16. 333  1.17.
  

log x
y

x =
2

3
  1.18. 3 5

1.19. B > A

Szkice rozwiązań

1.1. (0-1) D
Rozwiązanie

x x
x x

x x x x

x x
x x4

2

2

2

8

3 6 12

2 2 4

3 2 4

2

3

3 5 2 3 5

3

�
� �

�
�� � � �� �

� �� �
�

�� �
�

�� �
�� �15 2 5

1.2. (0-1) B
Rozwiązanie

5 2 7 2 1 2 1
3

3

3� � �� � � �

Zadania z próbnych arkuszy maturalnych. Poziom rozszerzony. Fragment odpowiedzi
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Arkusz próbny nr 1
POZIOM ROZSZERZONY

Zadania zamknięte

Zadanie 1. (0-1)

Liczba 
log

log

log

log

3

15

3

135

45

3

5

3
−  jest równa

A. 2 B. log
3
5  C. 1 D. log

5
3

Zadanie 2. (0-1)

Liczba 1

75
75

tg
tg

�
� �  jest równa

A. 3   B. − 3  C. 2 3  D. −2 3

Zadanie 3. (0-1)
Na rysunku 1. przedstawiono fragment wykresu funkcji y = f (x), 

–2–3 –1 0

1
2

–1
1 2 X

Y

 

natomiast na rysunku 2. przedstawiono fragment wykresu funkcji y = g (x).

–2–3 –1 0

1
2

–1
1 2 X

Y

 

Wtedy

A. f (x) = ||x| + 1|  i  g(x) = |x| – |x – 1|  B. f (x) = ||x| – 1|  i  g(x) = |x| – |x + 1|
C. f (x) = ||x| – 1|  i  g(x) = |x| – |x – 1| D. f (x) = ||x| + 1|  i  g(x) = |x| – |x + 1| 

Próbny arkusz. Poziom rozszerzony. Przykładowy fragment

36
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Zadanie 4. (0-1)
Zdarzenia losowe A i B zawarte w  Ω są takie, że prawdopodobieństwa warunkowe 

P A B|� � � 1

4
 oraz P B A|� � � 1

3
. Wynika stąd, że

A. P (A) = P(B) B. 4P (A) = 3P(B) C. 3P (A) = 4P(B) D. P A P B� � � � � � 1

12

Zadania otwarte

Zadanie 5. (0-2)
Dane są dwa ciągi:

a n
n n nn �

�
� � �
4 1

5 1

3

3 2
  i  b n

n nn �
�

� �

2

2

1

7 6 1

Oblicz granicę lim
n n na b
��

�� �  .

Wpisz w poniższe kratki – od lewej do prawej – kolejno pierwszą, drugą i trzecią cyfrę po 
przecinku rozwinięcia dziesiętnego otrzymanego wyniku.
 

Zadanie 6. (0-3)

Wyznacz równanie stycznej do hiperboli o równaniu y x
x

�
�
�

2 1

2
 w punkcie P = (3, 5).

Zadanie 7. (0-3)
Udowodnij, że dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b prawdziwa jest nierówność
a2 + b2 + 5 > ab + a + 3b.

Zadanie 8. (0-3) 

Przy oznaczeniu takim jak na rysunku, udowodnij, że 
BC
DE

� cos� , gdzie DE jest średnicą 
okręgu.

A

B

C

D

E

Oα
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ODPOWIEDZI I SZKICE ROZWIĄZAŃ 
DO ARKUSZY PRÓBNYCH

ARKUSZ NR 1

Odpowiedzi i szkice rozwiązań

Zadanie 1.  A .
Rozwiązanie
log

log

log

log

log

log

log

log

3

15

3

135

3

3

3

3

45

3

5

3

2 5

1

1 5

5

1

3 5

� �
�

�

�

�

�

= (2 + log35)(1 + log35) – log35(3 + log35) = 2

Zadanie 2.  D .
Rozwiązanie

1

75
75

75

75

75

75

75 75

7

2 2

tg
tg

�
� � �

�
�
�

�
�
�

�� �cos

sin

sin

cos

cos sin

sin 55 75

2 150

150

2 60

60� �
�

�
�
�
� �

�
�

cos

cos

sin

sin

cos

= � � � �2 60 2 3tg

Zadanie 3.  C .
Rozwiązanie
f (1) = 0 ⇒ f (x) = ||x| – 1|
g (–1) = –1 ⇒ g (x) = |x| – |x – 1|

Zadanie 4.  B .
Rozwiązanie
1

4

1

4
� � � � �� �

� �
� �� � � � �P A B

P A B
P B

P A B P B|

1

3

1

3
� � � � �� �

� �
� �� � � � �P B A

P A B
P A

P A B P A|

Zatem 1

4

1

3
4 3P B P A P A P B� � � � �� � � � � �

Próbny arkusz. Poziom rozszerzony. Fragment odpowiedzi
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Publikacja „Matematyka. Twierdzenia i dowody. Zadania z rozwiązaniami 
do liceów i techników” jest zgodna z podstawą programową MEN, która obo-
wiązuje w tych szkołach od września 2019 roku (rozporządzenie MEN z dnia 30 
stycznia 2018 roku w sprawie podstawy programowej kształcenia ogólnego dla 
liceum ogólnokształcącego, technikum oraz branżowej szkoły II stopnia, DzU 
2018, poz. 467). Zamieściliśmy w niej dowody wszystkich twierdzeń matema-
tycznych wymienionych w tym rozporządzeniu. Bardzo często dowody poka-
zujemy w kilku wariantach. Mamy nadzieję, że każdy uczeń odnajdzie sposób 
przeprowadzenia dowodu właściwy dla siebie i swoich umiejętności. 

Zachęcamy do korzystania z tej książki zarówno uczniów, jak i nauczycieli, nie-
koniecznie związanych z nowym liceum i technikum. Polecamy ją wszystkim 
zainteresowanym matematyką. Dla nauczycieli matematyki czytanie i dogłębna 
analiza dowodów oraz rozwiazywanie załączonych zadań na dowodzenie będzie 
okazją do doskonalenia swojego warsztatu pracy oraz poszerzenia możliwości 
rozwiazywania trudnych zadań. Prezentowany materiał pozwoli uczniom lepiej 
zrozumieć matematykę i solidniej przygotować się do studiowania jej na wyż-
szym etapie edukacyjnym. 

Podsumowując, książka „Twierdzenia i dowody...” to:
 • zestaw najważniejszych twierdzeń matematyki w liceum i technikum wraz 

z dowodami,
 • możliwość prześledzenia różnych sposobów dowodzenia twierdzeń,
 • inspiracja dla ucznia do samodzielnego dowodzenia twierdzeń,
 • wsparcie metodyczne dla nauczyciela w trudnej sztuce nauczania dowodze-

nia,
 • bogate źródło trudnych i oryginalnych zadań dla ucznia wraz z rozwiązania-

mi,
 • znakomity materiał do kształtowania umiejętności rozumowania i myślenia 

matematycznego, 
 • wsparcie realizacji podstawy programowej z matematyki,
 • skuteczne przygotowanie uczniów do egzaminu maturalnego, również od 

2023 roku.

Życzymy naszym Czytelnikom dobrej i twórczej pracy.

Autorzy

84

 1 9  TWIERDZENIE O DWUSIECZNEJ
Podstawa programowa

	 9.	 Twierdzenie	o	dwusiecznej:
	 	 Jeśli	prosta	CD	jest	dwusieczną	kąta	ACB	w	trójkącie	ABC	i	punkt	D	

leży	na	boku	AB,	to	
AD
BD

AC
BC

= .

Twierdzenie to możemy zapisać również w postaci:

Twierdzenie P9.1.
Dwusieczna kąta wewnętrznego w trójkącie dzieli przeciwległy bok na odcinki 
proporcjonalnie do boków przyległych. 

DA B

C

�

�

Przy przyjętych oznaczeniach treść twierdzenia wyraża proporcja:

AD
DB

AC
BC

= .
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Twierdzenia i dowody. Zadania z rozwiązaniami. Przykładowy fragment
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1.9. Twierdzenie o dwusiecznej

Dowód 1.

D

O

D'

A
B

B'

C

�

�

Zakładamy, że AC BC≠ .  W przypadku, gdy AC BC  trójkąt ABC jest 
równoramienny, wtedy AD DB  i teza jest oczywista.

Z punktu A prowadzimy prostą prostopadłą do dwusiecznej CD. Prosta ta przeci-
na dwusieczną w punkcie O, natomiast prostą BC w punkcie B’. 

Ponieważ w trójkącie AB’C dwusieczna jest prostopadła do podstawy AB’, więc 
trójkąt AB’C jest trójkątem równoramiennym, zatem

AO OB AC B C= =' ' . i 

Poprowadźmy jeszcze przez punkt B’ prostą równoległą do boku AB. Przecina 
ona prostą CD w punkcie D’. Trójkąty ADO i B’D’O są przystające (kbk), więc 
D B AD' ' .

Z podobieństwa trójkątów DBC i D’B’C wynika, że

D B
DB

B C
BC

' ' '
,=

czyli

AD
DB

AC
BC

= ,

co należało wykazać.

Twierdzenia i dowody

86

Dowód 2.

�

�

180° –��

�

C

A D Bn

ab

m

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Z twierdzenia sinusów zastosowanego do trójkątów ADC i DBC wynika, że 
m b

sin sinα β
=

oraz
n a a

sin sin sin
.

α β β
=

° +( )
=

180
Dzieląc stronami równości

m b n a
sin sin sin sin

,
α β α β
= = i 

otrzymujemy tezę:
m
n

b
a

= ,

co kończy dowód.

Dowód 3.

Oznaczenia takie jak w dowodzie 2.

Ponieważ stosunek pól trójkątów o równej wysokości równy jest stosunkowi dłu-
gości ich podstaw, więc

P
P

m
n

ADC

DBC

= .

Z drugiej strony, mamy:

P
P

b CD

a CD

b
a

ADC

DBC

= =

1
2
1
2

sin

sin
,





44



85

1.9. Twierdzenie o dwusiecznej

Dowód 1.

D

O

D'

A
B

B'

C

�

�

Zakładamy, że AC BC≠ .  W przypadku, gdy AC BC  trójkąt ABC jest 
równoramienny, wtedy AD DB  i teza jest oczywista.

Z punktu A prowadzimy prostą prostopadłą do dwusiecznej CD. Prosta ta przeci-
na dwusieczną w punkcie O, natomiast prostą BC w punkcie B’. 

Ponieważ w trójkącie AB’C dwusieczna jest prostopadła do podstawy AB’, więc 
trójkąt AB’C jest trójkątem równoramiennym, zatem

AO OB AC B C= =' ' . i 

Poprowadźmy jeszcze przez punkt B’ prostą równoległą do boku AB. Przecina 
ona prostą CD w punkcie D’. Trójkąty ADO i B’D’O są przystające (kbk), więc 
D B AD' ' .

Z podobieństwa trójkątów DBC i D’B’C wynika, że

D B
DB

B C
BC

' ' '
,=

czyli

AD
DB

AC
BC

= ,

co należało wykazać.
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Dowód 2.

�

�
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C

A D Bn

ab

m

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Z twierdzenia sinusów zastosowanego do trójkątów ADC i DBC wynika, że 
m b

sin sinα β
=

oraz
n a a

sin sin sin
.

α β β
=

° +( )
=

180
Dzieląc stronami równości

m b n a
sin sin sin sin

,
α β α β
= = i 

otrzymujemy tezę:
m
n

b
a

= ,

co kończy dowód.

Dowód 3.

Oznaczenia takie jak w dowodzie 2.

Ponieważ stosunek pól trójkątów o równej wysokości równy jest stosunkowi dłu-
gości ich podstaw, więc

P
P

m
n

ADC

DBC

= .

Z drugiej strony, mamy:

P
P

b CD

a CD

b
a

ADC

DBC

= =

1
2
1
2

sin

sin
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1.9. Twierdzenie o dwusiecznej

zatem
m
n

b
a

=  ,

co należało wykazać.

Dowód 4.

�

�

�

�

C

E

A D B

Poprowadźmy prostą równoległą do dwusiecznej CD przechodzącą przez  
punkt B. Prosta ta przecina półprostą AC w punkcie E.

Ponieważ proste CD i BE są równoległe, więc

   ACD AEB DCB CBE= = = =  oraz .

Zatem trójkąt BCE jest równoramienny, czyli BC CE= .

Z twierdzenia Talesa i powyższej równości otrzymujemy:

AD
DB

AC
CE

AC
BC

= = ,

co kończy dowód.

Twierdzenie P9.2.
Jeżeli dwusieczna kąta zewnętrznego w trójkącie przecina prostą na której leży 
bok przeciwległy, to odcinki zawarte między punktem przecięcia i końcami tego 
boku są proporcjonalne do przyległych boków.

151

2.9. Rozwiązania. Twierdzenie o dwusiecznej

 2 9  TWIERDZENIE O DWUSIECZNEJ

Zadanie P9.1.
Niech ABC będzie trójkątem prostokątnym, którego kąt prosty znajduje się 
w wierzchołku A. Poprowadźmy dwusieczną BD kąta wewnętrznego przy 
wierzchołku B, a przez M oznaczmy środek przeciwprostokątnej BC. Następnie 
poprowadźmy przez punkt M prostą n, prostopadłą do BC. Prosta ta przecina 
prostą BD w punkcie P.

A

D

CM

P

n

B

Wykaż, że 
CD MP= 2 .

Rozwiązanie

Przyjmijmy oznaczenia na rysunku.
A

D

CHM

P

n

B

Z twierdzenia P9.1 otrzymujemy:
CD
AD

BC
AB

= .

Skąd

1( ) =
⋅

CD
BC AD

AB
.

Punkt H jest rzutem prostokątnym punktu D na przeciwprostokątną BC. Zauważ-
my, że trójkąty prostokątne BMP i BHD są podobne, zatem

* .( ) =
HD
BH

MP
BM
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Twierdzenia i dowody. Zadania z rozwiązaniami. Fragment odpowiedzi
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Twierdzenia i dowody

152

Zauważmy też, że
 a) punkt D jest punktem dwusiecznej, zatem DH AD= ;

 b) trójkąty BDH i BDA są prostokątne (kąty proste odpowiednio w wierzchołkach 
H i A), mają wspólną przeciwprostokątną BD oraz równe kąty DBH i ABD, 
więc są przystające. Zatem

BH AB= .

 c) zauważmy dalej, że BM
BC

=
2

.

Możemy teraz proporcję (*) zapisać następująco:
AD
AB

MP
BC

=

2

,

skąd

MP
AD BC

AB
=

⋅
⋅2

,

czyli 

2 2( ) =
⋅

MP
AD BC

AB
.

Porównując (1) i (2) otrzymujemy tezę: 
CD MP= ⋅2 .

II sposób
Trójkąty ABD i BMP są podobne.

Zatem 
PM
BM

AD
AB

PM
BC

AD
AB

PM
BC
AB

AD= → = → = ⋅, , .

2

2

Wykorzystując twierdzenie o dwusiecznej otrzymujemy:

2 PM
BC
AB

AD
DC
DA

AD DC= ⋅ = ⋅ = .

III sposób
Z twierdzenia sinusów dla trójkąta BCD otrzymujemy:

DC BC
BDC

CBD
sin sin

, .


= =


gdzie 

Skąd

DC
BC

BM BM
PM
BM

PM=
° +( )

= = =
sin

sin
.
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Wstęp

Nie ma znaczenia, jak duże robisz postępy – ważne, że się nie poddajesz.
Konfucjusz

Drogie Uczennice, Drodzy Uczniowie!

Na przygotowanie Gruntownych powtórek przedmaturalnych poświęciliśmy blisko dwa lata naszej 
pracy. Staraliśmy się przygotować zadania o wysokich walorach edukacyjnych. Całość materiału 
podzieliliśmy na pięćdziesiąt jeden „porcji” – trzydzieści jeden merytorycznych i dwadzieścia 
samokontrolnych. Chcemy, aby tak uporządkowany materiał ułatwił Wam dogłębne powtarzanie oraz 
zastosowanie zdobytych kompetencji w różnorodnym kontekście. 

Zbiór ten polecamy szczególnie tym, którzy chcą przyzwoicie zdać egzamin maturalny na poziomie 
podstawowym, według tzw. nowej formuły (od 2015 r.).

Zależy nam na Waszych postępach. Zestawy zadań mają na celu przypomnienie, uporządkowanie  
i utrwalenie wcześniej nabytych przez Was umiejętności. Odpowiednio dobrane „porcje” zadań ułatwiają 
powtarzanie poszerzające i pogłębiające (nauczycie się więcej i lepiej to zrozumiecie). 

Stawiamy na różnorodność i nieprzewidywalność zadań. Niektóre zadania są bardzo nietypowe, jednak 
większość z nich powstała na bazie oryginalnych zadań maturalnych Centralnej Komisji Egzaminacyjnej. 
Odpowiedzi do zadań, dostępne po każdej „porcji”, ułatwią samokontrolę. Przygotowane i pogrupowane 
zadania nie wyczerpują wszystkich wymagań zapisanych w aktualnej podstawie programowej  
z matematyki, ale świadome i samodzielne ich rozwiązywanie daje solidne podstawy do rozwiązywania 
zadań trudniejszych.

Nasza publikacja jest przygotowana w formacie sprzyjającym uczeniu się, czyli w A4. Zachęcamy 
Was do notowania, pisania, podkreślania, rozwiązywania zadań na marginesie, wolnych przestrzeniach 
między zadaniami oraz zakratkowanych miejscach.

Czytajcie cele każdej porcji i spróbujcie się z nimi utożsamić, traktując je jak swoje. Po każdej „porcji” 
merytorycznej postarajcie się odpowiedzieć na pytanie kluczowe, dokonajcie też krótkiej samooceny. 

Zachęcamy Was do świadomego zaangażowania się w proces uczenia się matematyki.

Życzymy Wam powodzenia!

Autorzy

Oznaczenia:

        zadanie testowe

        zadanie na dowodzenie

	Potencjalni odbiorcy: Uczniowie, którzy chcą przyzwoicie zdać obowiązkowy egzamin maturalny 
z matematyki na poziomie podstawowym, mimo że matematyka nie jest, póki co, ich pasją.

	Kiedy korzystać z tego zbioru? W pracy indywidualnej, podczas lekcji powtórzeniowych,  
na różnych zajęciach dodatkowych. 

 Porcja 22. Ciąg geometryczny

Zestaw wybranych wzorów matematycznych – strona 3.
Miejsce w podstawie programowej: IV.5.2 – 4.

Przypomnę sobie i utrwalę podstawowe własności ciągu geo-
metrycznego.

Zadanie 1.

Pierwszy wyraz ciągu geometrycznego jest równy 3, a drugi jest równy –6. Oblicz szósty wyraz 
tego ciągu.

Zadanie 2.

Dany jest trzywyrazowy ciąg geometryczny (36, 12, m + 5). Oblicz m. 

Zadanie 3.

Wyznacz x, jeśli wiadomo, że ciąg (10, 20, 2x + 1) jest trzywyrazowym ciągiem geometrycz-
nym.

Zadanie 4.

Dany jest ciąg geometryczny (x, 3x2, 9x3, 27) o wyrazach dodatnich. Oblicz x.

Zadanie 5.

W ciągu geometrycznym an( )  dane są: a4 = 16 i a8 = 256. Oblicz a1 – a7.

Zadanie 6.

Dany jest trzywyrazowy ciąg geometryczny (3a – 5, 26, 39). Oblicz a.

Cel
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Cel
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125Matematyka. Zakres podstawowy. Porcja 22.

Zadanie 15.

Dany jest niemonotoniczny ciąg geometryczny (2m, –5, 6p + 1, –125). Oblicz m∙p.

Zadanie 16.

Między liczby 3 i 18 wstaw dwie liczby dodatnie tak, aby trzy pierwsze tworzyły ciąg geome-
tryczny, a trzy ostatnie ciąg arytmetyczny.

Zadanie 17.

Dany jest ciąg geometryczny 1, 3, 9, x, y, … Oblicz wartość różnicy x – y.

Zadanie 18.

W ciągu geometrycznym o ilorazie całkowitym dane są trzy kolejne wyrazy: 3x – 2, x – 10, 8x. 
Wyznacz x. 

Zadanie 19.

Oblicz sumę dwudziestu kolejnych wyrazów ciągu geometrycznego 51, 52, 53, ...

Zadanie 20.

W ciągu geometrycznym an( )  dane są: a1 = 4 i a2 = 12. Oblicz a10.

Co ma wspólnego ciąg geometryczny z geometrią?

Po dzisiejszej powtórce umiem: Zaznacz + / -
1. Wyznaczyć kolejne wyrazy ciągu geometrycznego.
2. Zastosować wzór na n-ty wyraz ciągu geometrycznego.
3. Użyć w zadaniu wzoru na sumę n kolejnych wyrazów 
     ciągu geometrycznego.
4. Wykorzystać własność trzech kolejnych wyrazów 
     ciągu geometrycznego.

Wskaźnik postępu: 22/51

?
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Test samokontrolny nr 6

Zadanie 1.

Siódmym wyrazem ciągu określonego wzorem ogólnym an
n n= −( ) ⋅1 2  jest:

A. –14 B. 128 C. –128 D. 14

Zadanie 2.

Dany jest ciąg określony wzorem ogólnym a nn = −( ) ⋅ −( )3 162 .  Piątym wyrazem tego ciągu 
jest:

A. −81 3  B. −9 3  C. 27 3  D. 81 3

Zadanie 3.

Dany jest ciąg arytmetyczny, którego pierwszym wyrazem jest 2, zaś różnicą jest r = 5. Siód-
mym wyrazem tego ciągu jest zatem:

A. 10 B. 70 C. 32 D. 37

Zadanie 4.

Dany jest ciąg arytmetyczny, w którym a a16 423 5= =i .  Różnicą tego ciągu i wyrazem dzie-
siątym są odpowiednio:

A. 7
3

19;  B. 3
2

4; −  C. 2
3

9;  D. 3
2

14;

Zadanie 5.

Pierwszym wyrazem ciągu arytmetycznego jest 2, zaś szóstym jest 17. Różnicą tego ciągu jest 
zatem:

A. 3 B. 5
2

 C. 15 D. 7
2

Zadanie 6.

Ile jest wyrazów między wyrazami 9 1
27

i  ciągu geometrycznego o ilorazie 1
3

?

A. 3 B. 4 C. 5 D. 6
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Test samokontrolny nr 6

Zadanie 1.

Siódmym wyrazem ciągu określonego wzorem ogólnym an
n n= −( ) ⋅1 2  jest:

A. –14 B. 128 C. –128 D. 14

Zadanie 2.

Dany jest ciąg określony wzorem ogólnym a nn = −( ) ⋅ −( )3 162 .  Piątym wyrazem tego ciągu 
jest:

A. −81 3  B. −9 3  C. 27 3  D. 81 3

Zadanie 3.

Dany jest ciąg arytmetyczny, którego pierwszym wyrazem jest 2, zaś różnicą jest r = 5. Siód-
mym wyrazem tego ciągu jest zatem:

A. 10 B. 70 C. 32 D. 37

Zadanie 4.

Dany jest ciąg arytmetyczny, w którym a a16 423 5= =i .  Różnicą tego ciągu i wyrazem dzie-
siątym są odpowiednio:

A. 7
3

19;  B. 3
2

4; −  C. 2
3

9;  D. 3
2

14;

Zadanie 5.

Pierwszym wyrazem ciągu arytmetycznego jest 2, zaś szóstym jest 17. Różnicą tego ciągu jest 
zatem:

A. 3 B. 5
2

 C. 15 D. 7
2

Zadanie 6.

Ile jest wyrazów między wyrazami 9 1
27

i  ciągu geometrycznego o ilorazie 1
3

?

A. 3 B. 4 C. 5 D. 6
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6

Odpowiedzi

    1.  C

    2.  B

    3.  C

    4.  D

    5.  A

    6.  B

    7.  A

    8.   B

    9.   C

 10.   A

 11.   14, 17, 20

 12.   36, 144, 576

 13.   20°, 60°

 14.   1092

 15.   a r1
1
3

2
3

= =,

 16.   Szkic dowodu:

     wyznacz n z równania 2 3 20 3
2

77 3+
=n .

Gruntowne powtórki przedmaturalne. Fragment odpowiedzi
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2
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Oficyna Edukacyjna * Krzysztof Pazdro przygotowała bogaty zestaw tytułów, 
służących lepszemu przygotowaniu do matury z matematyki na poziomie 
podstawowym i na poziomie rozszerzonym. Każdy maturzysta, zależnie  
od indywidualnych potrzeb, znajdzie tu odpowiednią dla siebie pozycję.

7
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Wstêp

Chc¹c pomóc maturzystom w dobrym przygotowaniu do matury, opracowaliœmy
ksi¹¿kê, która u³atwi powtórzenie i utrwalenie ca³ego materia³u nauczania mate-
matyki obowi¹zuj¹cego na egzaminie na poziomie podstawowym.

Ka¿dy z dwunastu rozdzia³ów otwiera krótkie przypomnienie wiadomoœci teo-
retycznych. Po nim nastêpuj¹ zadania o takiej strukturze, jak zadania na maturze. S¹
zatem zadania testowe jednokrotnej odpowiedzi, póŸniej zadania za 2 punkty, czyli
zadania krótkiej odpowiedzi. Wœród nich wa¿n¹ rolê odgrywaj¹ zadania na dowo-
dzenie. Ka¿dy rozdzia³ koñcz¹ zadania rozszerzonej odpowiedzi. S¹ to zadania za 4,
5 lub 6 punktów.

Do zadañ podaliœmy odpowiedzi, a do trudniejszych – w tym do zadañ na dowo-
dzenie – wskazówki. Zachêcamy jednak do samodzielnego rozwi¹zywania zadañ
i do niezra¿ania siê pocz¹tkowymi k³opotami. Ze wskazówek radzimy korzystaæ do-
piero wtedy, gdy wszelkie próby samodzielnego rozwi¹zania zadania zakoñcz¹ siê
niepowodzeniem. Warto zawsze pamiêtaæ, ¿e mog¹ istnieæ inne sposoby rozwi¹zania
zadania ni¿ sugerowane we wskazówce.

Wszystkim maturzystom ¿yczymy sukcesów na maturze z matematyki!

Autorzy

Zbiory liczbowe. Wartoœæ bezwzglêdna.
Przybli¿enia

Przypomnienie

Liczby i zbiory liczbowe

Zbiór liczb naturalnych: N = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, ...}

Liczb¹ pierwsz¹ nazywamy ka¿d¹ liczbê naturaln¹ n wiêksz¹ od 1, której jedy-
nymi dzielnikami s¹ 1 oraz n.

Liczb¹ z³o¿on¹ nazywamy ka¿d¹ liczbê naturaln¹ wiêksz¹ od 1, która nie jest
liczb¹ pierwsz¹.

Zbiór liczb ca³kowitych: C = {0, 1, –1, 2, –2, 3, –3, 4, –4, 5, –5, 6, –6, 7, –7, ...}

Liczb¹ parzyst¹ nazywamy ka¿d¹ liczbê ca³kowit¹ podzieln¹ przez 2; liczb¹ nie-
parzyst¹ nazywamy ka¿d¹ liczbê ca³kowit¹ niepodzieln¹ przez 2.

Uwaga: Liczba 0 jest liczb¹ parzyst¹.

Liczb¹ wymiern¹ nazywamy liczbê, któr¹ mo¿na zapisaæ w postaci
p

q
, gdzie p, q

s¹ liczbami ca³kowitymi i q jest ró¿ne od 0. Pozosta³e liczby nazywamy liczbami
niewymiernymi.

Liczbami wymiernymi s¹ u³amki dziesiêtne skoñczone i u³amki dziesiêtne nie-
skoñczone okresowe. U³amki dziesiêtne nieskoñczone nieokresowe s¹ liczbami
niewymiernymi.

Wszystkie liczby wymierne i wszystkie liczby niewymierne tworz¹ zbiór liczb
rzeczywistych, który oznaczamy liter¹ R.

Liczb¹ przeciwn¹ do liczby a nazywamy liczbê –a. Suma liczby a i liczby do niej
przeciwnej jest równa zeru.

a + (–a) = 0

Odwrotnoœci¹ liczby a ró¿nej od zera nazywamy liczbê
1

a
. Iloczyn liczby a

i odwrotnoœci tej liczby jest równy 1.

a
a

� �
1

1

5

1

SPIS TREŒCI

1. Zbiory liczbowe. Wartoœæ bezwzglêdna. Przybli¿enia .......................................... 5
2. Wyra¿enia algebraiczne ...................................................................................... 14
3. W³asnoœci funkcji. Funkcja liniowa .................................................................... 23
4. Funkcja kwadratowa ........................................................................................... 35
5. Wielomiany. Proporcjonalnoœæ odwrotna. Funkcja wyk³adnicza ....................... 44
6. Ci¹gi liczbowe .................................................................................................... 56
7. Trygonometria k¹ta ostrego ................................................................................ 67
8. Planimetria, cz. 1. Wiadomoœci wstêpne. Trójk¹ty ............................................. 76
9. Planimetria, cz. 2. Czworok¹ty. Wielok¹ty ......................................................... 95
10. Geometria analityczna .................................................................................... 102
11. Rachunek prawdopodobieñstwa i statystyka .................................................. 113
12. Stereometria ................................................................................................... 126
Odpowiedzi .......................................................................................................... 140

66



Zbiory liczbowe. Wartoœæ bezwzglêdna.
Przybli¿enia

Przypomnienie

Liczby i zbiory liczbowe

Zbiór liczb naturalnych: N = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, ...}

Liczb¹ pierwsz¹ nazywamy ka¿d¹ liczbê naturaln¹ n wiêksz¹ od 1, której jedy-
nymi dzielnikami s¹ 1 oraz n.

Liczb¹ z³o¿on¹ nazywamy ka¿d¹ liczbê naturaln¹ wiêksz¹ od 1, która nie jest
liczb¹ pierwsz¹.

Zbiór liczb ca³kowitych: C = {0, 1, –1, 2, –2, 3, –3, 4, –4, 5, –5, 6, –6, 7, –7, ...}

Liczb¹ parzyst¹ nazywamy ka¿d¹ liczbê ca³kowit¹ podzieln¹ przez 2; liczb¹ nie-
parzyst¹ nazywamy ka¿d¹ liczbê ca³kowit¹ niepodzieln¹ przez 2.

Uwaga: Liczba 0 jest liczb¹ parzyst¹.

Liczb¹ wymiern¹ nazywamy liczbê, któr¹ mo¿na zapisaæ w postaci
p

q
, gdzie p, q

s¹ liczbami ca³kowitymi i q jest ró¿ne od 0. Pozosta³e liczby nazywamy liczbami
niewymiernymi.

Liczbami wymiernymi s¹ u³amki dziesiêtne skoñczone i u³amki dziesiêtne nie-
skoñczone okresowe. U³amki dziesiêtne nieskoñczone nieokresowe s¹ liczbami
niewymiernymi.

Wszystkie liczby wymierne i wszystkie liczby niewymierne tworz¹ zbiór liczb
rzeczywistych, który oznaczamy liter¹ R.

Liczb¹ przeciwn¹ do liczby a nazywamy liczbê –a. Suma liczby a i liczby do niej
przeciwnej jest równa zeru.

a + (–a) = 0

Odwrotnoœci¹ liczby a ró¿nej od zera nazywamy liczbê
1

a
. Iloczyn liczby a

i odwrotnoœci tej liczby jest równy 1.

a
a

� �
1

1

5

1
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Procent, promil

Jeden procent liczby x to 0,01 liczby x, czyli 1%x = 0,01x.

Jeden promil liczby x to 0,001 liczby x, czyli 1‰x = 0,001x.

Wartoœæ bezwzglêdna

Wartoœci¹ bezwzglêdn¹ liczby rzeczywistej x nazywamy tê sam¹ liczbê x, jeœli
x � 0 albo liczbê –x, jeœli x < 0.

| |
,

,
x

x x

x x
�

�

� �
�
�
�

jeœli

jeœli

0

0

Odleg³oœæ na osi liczbowej miêdzy liczbami a oraz b jest równa |a – b|.

B³êdy przybli¿enia

B³êdem bezwzglêdnym przybli¿enia nazywamy wartoœæ bezwzglêdn¹ ró¿nicy
miêdzy wartoœci¹ dok³adn¹ (r) a wartoœci¹ przybli¿on¹ (p), czyli |r – p|.

B³êdem wzglêdnym przybli¿enia nazywamy liczbê równ¹
| |

| |

r p

r

�
, gdzie |r – p|

jest b³êdem bezwzglêdnym przybli¿enia, zaœ |r| wartoœci¹ bezwzglêdn¹ wielkoœci
rzeczywistej r � 0.

B³êdem procentowym przybli¿enia nazywamy b³¹d wzglêdny wyra¿ony w pro-

centach, czyli
| |

| |

r p

r

�
· 100%.

Zadania testowe

1. Ile jest liczb pierwszych nale¿¹cych do przedzia³u �–2; 6�?
A. dziewiêæ B. siedem C. piêæ D. trzy

2. Ile jest liczb naturalnych parzystych spe³niaj¹cych nierównoœæ a � 7?
A. s¹ tylko trzy takie liczby B. s¹ tylko cztery takie liczby
C. jest tylko piêæ takich liczb D. jest szeœæ takich liczb

6

Powtórka przed matur¹

Zadania krótkiej odpowiedzi

1. Ka¿dy uczeñ klasy 3a chodzi na zajêcia dodatkowe z matematyki lub z fizyki.
Na zajêcia z matematyki uczêszcza 23 uczniów, a na zajêcia z fizyki – 14 uczniów.
Na jedne i drugie zajêcia chodzi 8 uczniów. Ilu uczniów liczy klasa 3a?

2. Liczbê 3,25 zaokr¹glij do czêœci dziesiêtnych. Oblicz b³¹d bezwzglêdny i b³¹d
wzglêdny takiego przybli¿enia.

3. Dany jest prostok¹t o bokach d³ugoœci 3 i 2 3.

a) Oblicz pole tego prostok¹ta.
b) Oblicz b³¹d wzglêdny, gdy obliczaj¹c pole prostok¹ta, zaokr¹glisz 3 do czêœci

dziesiêtnych.

4. Przybli¿enie z nadmiarem liczby x jest równe 26,19, a b³¹d bezwzglêdny tego
przybli¿enia jest równy 2,91. Oblicz b³¹d procentowy tego przybli¿enia.

5. Liczbê 3,2 przybli¿ono z niedomiarem. Wiedz¹c, ¿e b³¹d wzglêdny tego przy-

bli¿enia jest równy
1

16
, oblicz b³¹d bezwzglêdny.

6. Dany jest prostok¹t o bokach d³ugoœci a i b. D³ugoœæ ka¿dego boku zmniejszono
o 20%. Oblicz, o ile procent zmala³y pole oraz obwód tego prostok¹ta.

7. W klasie jest 16 dziewcz¹t i 18 ch³opców.
a) O ile procent liczba ch³opców jest wiêksza od liczby dziewcz¹t?
b) O ile procent liczba dziewcz¹t jest mniejsza od liczby ch³opców?

8. Cenê pocz¹tkow¹ pewnego towaru podwy¿szono dwukrotnie: najpierw o 20%,
a nastêpnie o 30%. O ile procent cena koñcowa tego towaru jest wy¿sza od ceny
pocz¹tkowej?

9. W klasie 3b 62,5% uczniów stanowi¹ dziewczêta, a 20% dziewcz¹t z tej klasy
trenuje siatkówkê. Ile procent uczniów klasy 3b stanowi¹ dziewczêta trenuj¹ce
siatkówkê?

10. Cena pewnego towaru wraz z 7-procentowym podatkiem VAT jest równa
7169 z³. O ile z³otych wzros³aby cena tego towaru, gdyby podatek VAT na ten towar
zosta³ podniesiony do 22%?

11. Przedstaw liczbê 2,3(7) + 0,(7) w postaci u³amka zwyk³ego nieskracalnego.

10
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Zadania krótkiej odpowiedzi

1. Ka¿dy uczeñ klasy 3a chodzi na zajêcia dodatkowe z matematyki lub z fizyki.
Na zajêcia z matematyki uczêszcza 23 uczniów, a na zajêcia z fizyki – 14 uczniów.
Na jedne i drugie zajêcia chodzi 8 uczniów. Ilu uczniów liczy klasa 3a?
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wzglêdny takiego przybli¿enia.

3. Dany jest prostok¹t o bokach d³ugoœci 3 i 2 3.

a) Oblicz pole tego prostok¹ta.
b) Oblicz b³¹d wzglêdny, gdy obliczaj¹c pole prostok¹ta, zaokr¹glisz 3 do czêœci

dziesiêtnych.
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przybli¿enia jest równy 2,91. Oblicz b³¹d procentowy tego przybli¿enia.

5. Liczbê 3,2 przybli¿ono z niedomiarem. Wiedz¹c, ¿e b³¹d wzglêdny tego przy-

bli¿enia jest równy
1

16
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b) O ile procent liczba dziewcz¹t jest mniejsza od liczby ch³opców?

8. Cenê pocz¹tkow¹ pewnego towaru podwy¿szono dwukrotnie: najpierw o 20%,
a nastêpnie o 30%. O ile procent cena koñcowa tego towaru jest wy¿sza od ceny
pocz¹tkowej?

9. W klasie 3b 62,5% uczniów stanowi¹ dziewczêta, a 20% dziewcz¹t z tej klasy
trenuje siatkówkê. Ile procent uczniów klasy 3b stanowi¹ dziewczêta trenuj¹ce
siatkówkê?

10. Cena pewnego towaru wraz z 7-procentowym podatkiem VAT jest równa
7169 z³. O ile z³otych wzros³aby cena tego towaru, gdyby podatek VAT na ten towar
zosta³ podniesiony do 22%?

11. Przedstaw liczbê 2,3(7) + 0,(7) w postaci u³amka zwyk³ego nieskracalnego.
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Zadania rozszerzonej odpowiedzi

1. (4 pkt) Wyznacz wszystkie wartoœci n, n � N+, dla których u³amek
7

220

n
jest mniej-

szy od 1 i ma rozwiniêcie dziesiêtne skoñczone.

2. (4 pkt) Liczba a spe³nia warunek
2 1

5

4

7

a a�
�

�
, liczba b spe³nia warunek

b

b
b

2 1

5
3

�

�
� � . Wyka¿, ¿e suma kwadratów liczb a i b jest liczb¹ pierwsz¹.

3. (4 pkt) Dane s¹ zbiory:
A – zbiór liczb naturalnych dwucyfrowych mniejszych od 50, które przy dzieleniu
przez 7 daj¹ resztê 3;
B – zbiór liczb naturalnych dwucyfrowych mniejszych od 50 i podzielnych przez 5.
Wyznacz zbiory: A � B, A � B, A – B, B – A.

4. (4 pkt) Iloczyn liczb naturalnych a, b jest równy 12. Wyznacz wszystkie pary
(a, b), wiedz¹c, ¿e liczba a jest liczb¹ z³o¿on¹.

5. (6 pkt) Suma dwóch liczb naturalnych dodatnich jest równa 252, a ich najwiêkszy
wspólny dzielnik jest równy 21. Wyznacz te liczby.

6. (4 pkt) Przedzia³ K sk³ada siê z liczb rzeczywistych na osi liczbowej, których od-
leg³oœæ od liczby 1,5 jest nie wiêksza ni¿ 6. Przedzia³ L powsta³ przez przesuniêcie
przedzia³u K wzd³u¿ osi o trzy jednostki w kierunku dodatnim.
a) Wyznacz przedzia³y K i L.
b) Wyznacz wszystkie liczby naturalne nale¿¹ce jednoczeœnie do przedzia³u K i L.

7. (5 pkt) Wyznacz takie wartoœci m, m � R, dla których przedzia³y A = (–5, 2m + 1)
i B = (4m – 5, 15) s¹ zbiorami niepustymi i jednoczeœnie s¹ roz³¹czne.

8. (4 pkt) Zbiór A jest zbiorem rozwi¹zañ nierównoœci |x – 1| > 20 3.

a) Wyznacz wszystkie liczby naturalne podzielne przez 6, które nie nale¿¹ do zbioru A.
b) Wyka¿, ¿e liczba 49 11 49 16� � � nale¿y do zbioru A.

9. (5 pkt) Cena kilograma jab³ek jest dwukrotnie wy¿sza od ceny kilograma bananów.
a) Jeœli cena jab³ek zmaleje o 10%, zaœ bananów wzroœnie o 32%, to o ile procent

wiêcej ni¿ obecnie trzeba bêdzie zap³aciæ za 3 kg jab³ek i 2 kg bananów?
b) Jeœli cena jab³ek zmaleje o 10%, to o ile procent powinna wzrosn¹æ cena bana-

nów, aby za 3 kg jab³ek i 2 kg bananów zap³aciæ tyle, co przed zmian¹ cen?

12
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 5 Symbole używane w książce …     

Symbole używane w książce 
 

Symbol Znaczenie symbolu 

p  q alternatywa (p lub q) 

p  q koniunkcja (p i q) 

p  q implikacja (jeśli p, to q) 

p  q równoważność (p zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy 
zachodzi q) 

a  A należenie elementu do zbioru (a należy do A) 

A  B suma zbiorów A, B 

R zbiór liczb rzeczywistych 

N zbiór liczb naturalnych 

C zbiór liczb całkowitych 

∅ zbiór pusty 

D dziedzina  

∆ wyróżnik trójmianu kwadratowego – „delta” 

n
n

alim


 granica ciągu (an) 

n! silnia liczby n (n silnia) 
 
 
 
 
 

 6 Porady i wskazówki, których nie ma w tablicach maturalnych 

I. Liczby rzeczywiste, zbiory, wyrażenia algebraiczne 
 
  WSKAZÓWKA 1. 
 

Bardzo ważny wzór z wykorzystaniem wartości bezwzględnej:        . 
Wzoru tego nie wolno mylić ze wzorem:        . 
 
Przykład 1. 
Rozwiąż równanie:       . 
Rozwiązanie: 
        
       pierwiastkujemy stronami (obie strony są nieujemne) 
        
       
        . 

 
Przykład 2. 

Uprość wyrażenie:       . 
Rozwiązanie: 

                               

Wyjaśnienie, jak „zobaczyć” wzór skróconego mnożenia: 
                         
             i           

                       
Sprawdzamy, czy          spełniają równanie:        . Okazuje się, że 

spełniają. Zatem               
. 

 
Przykład 3. 
Rozwiąż równanie:       . 
Rozwiązanie: 
          

  D:                   
        podnosimy obustronnie do kwadratu (obie strony są nieujemne) 

            
       
     i             

Zatem    . 
  

Książka jest przeznaczona głównie dla maturzystów, aby mogli jeszcze lepiej 
przygotować się do egzaminu. Powstała na podstawie wieloletniego doświad-
czenia Autora – nauczyciela matematyki i egzaminatora. 

Zawiera ona wiele cennych porad i wskazówek (wraz z przykładami ich za-
stosowania), które każdy maturzysta powinien znać i umieć zastosować, 
a których na próżno szukać w tzw. tablicach maturalnych, czyli „Wybranych 
wzorach matematycznych” opracowanych przez Centralną Komisję Egzami-
nacyjną. Wskazówki podzielone są tematycznie, aby łatwiej było znaleźć po-
trzebną poradę i przykład.
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Porady i wskazówki, których nie ma w tablicach maturalnych. Przykładowy fragment
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 7 Liczby rzeczywiste, zbiory, wyrażenia algebraiczne …     

WSKAZÓWKA 2. 
 

Wiemy, że odejmowanie nie jest przemienne, ale gdy odejmowanie jest podniesione do 
kwadratu lub gdy jest w wartości bezwzględnej, to jest przemienne. 
                 
                
Często spotykamy się również z podniesieniem do kwadratu wyrażenia typu:  –      . 
Który wzór skróconego mnożenia zastosować? Oto wskazówka: 

   –               
 
Przykład 1. 

       
 

          

 
Przykład 2. 
     
         

 
Przykład 3. 

 –                          
 
WSKAZÓWKA 3. 
 

Błąd bezwzględny i względny. 
Oznaczmy:  
  r – wielkość rzeczywista, 
  p – wielkość przybliżona. 
Błąd bezwzględny:           
Błąd względny:          

    

Błąd względny procentowy:           
         

 
Przykład 1. 
Rzeczywista wysokość drzewa wynosi 5,6 m. Jacek oszacował wysokość drzewa 
i otrzymał wynik 5,4 m. Oblicz błąd bezwzględny, błąd względny oraz błąd względny 
procentowy pomiaru Jacka. 
Rozwiązanie: 
Oznaczmy: 

r = 5,6 m 
p = 5,4 m   
                           

 8 Porady i wskazówki, których nie ma w tablicach maturalnych 

          
    

         
             

         
                  

                            . 

 
Przykład 2. 
Wyznacz liczbę x jeżeli wiadomo, że przybliżenie z nadmiarem tej liczby wynosi 15,2, 
a błąd względny tego przybliżenia jest równy 0,02. 
Rozwiązanie: 
Oznaczmy: 
  r = x 
  p = 15,2 
  BW = 0,02 
Podstawiamy do wzoru: 

               
           

                    
Korzystamy z własności wartości bezwzględnej: jeśli        , to     lub     . 
                   lub                    
             lub          
Ponieważ przybliżenie było z nadmiarem, to szukana liczba  x = 14,9. 
 
WSKAZÓWKA 4. 
 

Nierówności z wartością bezwzględną: 
                
                
                  
                  
 
WSKAZÓWKA 5. 
 

Zależności między średnimi w matematyce (nierówność Cauchy’ego): 
Dla dowolnych liczb dodatnich            zachodzą nierówności: 

     
           

              
                      

 
   

 
      

  
 

                                                                                 
(równość zachodzi wtedy, gdy            ) 
 
Przykład 1. 
Udowodnij, że dla dowolnych liczb dodatnich a, b, c zachodzi nierówność 
                      . 
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 9 Liczby rzeczywiste, zbiory, wyrażenia algebraiczne …     

Rozwiązanie: 
Korzystamy z zależności między średnią arytmetyczną a średnią geometryczną dla każdej 
pary liczb: 

       
   

         
   

       
   

Mnożymy nierówności przez 2: 
          
          

           
Mnożymy nierówności stronami: 

                           
Liczby a, b, c są dodatnie, zatem 
                      . 
 
Przykład 2. 
Suma długości wszystkich krawędzi prostopadłościanu wynosi 24. Wyznacz 
prostopadłościan (długości jego krawędzi) o największej objętości. 
Rozwiązanie: 
Niech a, b, c będą długościami krawędzi prostopadłościanu, zaś przez V oznaczmy jego 
objętość. Mamy zatem: 
              
          
Wiemy, że       
Wykorzystajmy teraz zależność między średnią arytmetyczną a średnią geometryczną: 
             

  

            
  

 
 

           
  

 
   

  
 

   

Równość ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy        . Zatem największą objętość 
spośród prostopadłościanów z zadania ma sześcian o krawędzi długości 2. 
 
WSKAZÓWKA 6. 
 

Średnia prędkość – jak ją obliczać? 
Uwaga: Nie można liczyć średniej prędkości ze średniej arytmetycznej.  
Średnia prędkość to stosunek całej drogi do łącznego czasu jej przebycia.  
 
 

 10 Porady i wskazówki, których nie ma w tablicach maturalnych 

Przykład 1. 
Samochód jechał z miasta A do miasta B z prędkością 50 km/h, zaś z miasta B do miasta A 
z prędkością 40 km/h. Oblicz średnią prędkość samochodu dla całej trasy. 
Rozwiązanie: 
Korzystamy ze wzoru:    

  

Prędkość średnia to stosunek całej drogi do całego czasu, czyli         
     

, gdzie s 

oznacza drogę z miasta A do miasta B, zaś    i    to czas przejazdu, odpowiednio, z miasta 
A do miasta B oraz z B do A. 

      
  

  
    
       

  
  

   

      
  

  
    
       

  
  

   

Zatem 

         
 

    
  

   
   

    
   

  
 

    
  

    
     

   

 
Można zauważyć, że jest to średnia harmoniczna. 
 
WSKAZÓWKA 7. 
 

Trochę z teorii liczb – czyli, jak poprawnie zapisywać liczby.  
Liczba parzysta:  x = 2n 
Liczba nieparzysta:  x = 2n +1 
Liczba podzielna przez 5:  x = 5n 
Liczba, która przy dzieleniu przez 7 daje resztę 3:  x = 7n + 3 
Dwie kolejne liczby parzyste:  2n, 2n +2 
Dwie kolejne liczby nieparzyste:  2n +1, 2n +3 
(liczba n jest liczbą całkowitą) 
 
Przykład 1. (Źródło: CKE, Matura czerwiec 2012 (PP), zad. 29) 
Uzasadnij, że suma kwadratów trzech kolejnych liczb całkowitych przy dzieleniu przez 3 
daje resztę 2. 
Rozwiązanie: 
  n – liczba całkowita 
                                               
                                           
c.n.d. 
 
Przykład 2. (Źródło: CKE, Matura maj 2014 (PP), zad. 28) 
Udowodnij, że każda liczba całkowita k, która przy dzieleniu przez 7 daje resztę 2, ma tę 
własność, że reszta z dzielenia liczby     przez 7 jest równa 5. 82
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Wykorzystajmy teraz zależność między średnią arytmetyczną a średnią geometryczną: 
             

  

            
  

 
 

           
  

 
   

  
 

   

Równość ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy        . Zatem największą objętość 
spośród prostopadłościanów z zadania ma sześcian o krawędzi długości 2. 
 
WSKAZÓWKA 6. 
 

Średnia prędkość – jak ją obliczać? 
Uwaga: Nie można liczyć średniej prędkości ze średniej arytmetycznej.  
Średnia prędkość to stosunek całej drogi do łącznego czasu jej przebycia.  
 
 

 10 Porady i wskazówki, których nie ma w tablicach maturalnych 

Przykład 1. 
Samochód jechał z miasta A do miasta B z prędkością 50 km/h, zaś z miasta B do miasta A 
z prędkością 40 km/h. Oblicz średnią prędkość samochodu dla całej trasy. 
Rozwiązanie: 
Korzystamy ze wzoru:    

  

Prędkość średnia to stosunek całej drogi do całego czasu, czyli         
     

, gdzie s 

oznacza drogę z miasta A do miasta B, zaś    i    to czas przejazdu, odpowiednio, z miasta 
A do miasta B oraz z B do A. 
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Można zauważyć, że jest to średnia harmoniczna. 
 
WSKAZÓWKA 7. 
 

Trochę z teorii liczb – czyli, jak poprawnie zapisywać liczby.  
Liczba parzysta:  x = 2n 
Liczba nieparzysta:  x = 2n +1 
Liczba podzielna przez 5:  x = 5n 
Liczba, która przy dzieleniu przez 7 daje resztę 3:  x = 7n + 3 
Dwie kolejne liczby parzyste:  2n, 2n +2 
Dwie kolejne liczby nieparzyste:  2n +1, 2n +3 
(liczba n jest liczbą całkowitą) 
 
Przykład 1. (Źródło: CKE, Matura czerwiec 2012 (PP), zad. 29) 
Uzasadnij, że suma kwadratów trzech kolejnych liczb całkowitych przy dzieleniu przez 3 
daje resztę 2. 
Rozwiązanie: 
  n – liczba całkowita 
                                               
                                           
c.n.d. 
 
Przykład 2. (Źródło: CKE, Matura maj 2014 (PP), zad. 28) 
Udowodnij, że każda liczba całkowita k, która przy dzieleniu przez 7 daje resztę 2, ma tę 
własność, że reszta z dzielenia liczby     przez 7 jest równa 5. 



Matematyka. Kompendium maturalne. Zakres podstawowy
Matematyka. Kompendium maturalne. Zakres rozszerzony

Obie książki są uporządkowane według poszczególnych wymagań podstawy pro-
gramowej.

Na początku każdego rozdziału są wymienione wszystkie hasła podstawy progra-
mowej matematyki w gimnazjum i w szkole ponadgimnazjalnej – zarówno w zakre-
sie podstawowym (P), jak i w zakresie rozszerzonym (R). Przypomniane są najważ-
niejsze treści, które powinny być powtórzone przed maturą.

W książce do zakresu podstawowego treści z zakresu rozszerzonego są wydruko-
wane szarą czcionką, bo choć nie obowiązują, to mogą być przydatne. Zadania w tej 
książce nie wykraczają poza zakres podstawowy.

Do każdego wymagania z podstawy programowej są zaproponowane przykłado-
we zadania wraz z pełną sugestią rozwiązania i odpowiedzią. Jest to obszerny prze-
gląd różnych technik i sposobów radzenia sobie z zadaniami, niektóre z nich nie są 
powszechnie stosowane, ale mogą okazać się przydatne.

Pokazujemy tu fragment spisu treści książki do zakresu rozszerzonego. Spis tre-
ści książki do zakresu podstawowego różni się jedynie tym, że nie występują w nim 
podrozdziały z literą R.

Dziwić może kolejność przedstawionych treści. Hasła z zakresu rozszerzonego 
przeplatają się z hasłami z zakresu podstawowego, niezgodnie z numeracją przyjętą 
w podstawie. Ta kolejność nie jest przypadkowa. Wynika z logicznego następstwa 
poruszanej problematyki. Wyróżnienie zakresu podstawowego kolorem zielonym 
i zakresu rozszerzonego kolorem niebieskim może pomóc w znalezieniu konkretne-
go zagadnienia.

Każdy rozdział zamykają zadania do samodzielnego rozwiązania „Czy już 
umiesz?” (w książkach odpowiedzi do nich są na końcu). W tym wypadku zadania 
na poziomie podstawowym powtarzają się dosłownie w książce do zakresu rozsze-
rzonego, a po nich jest zestaw zadań na poziomie rozszerzonym.

Część podrozdziałów oznaczonych literą P (np. P3.2., P3.3.) powtarza się w obu 
książkach dosłownie, inne (np. P3.5.) – w wersji do zakresu rozszerzonego – są uzu-
pełnione zadaniami, których rozwiązanie w zakresie podstawowym byłoby zbyt 
skomplikowane lub wręcz niemożliwe.

Do obu książek dołączamy wybór wzorów matematycznych przydatnych na ma-
turze oraz do rozwiązywania zadań zawartych w Kompendiach. 
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R2.5. Wyznaczanie dziedziny prostego wyrażenia wymiernego z jedną zmien-
ną, w którym w mianowniku występują tylko wyrażenia dające się łatwo 
sprowadzić do iloczynu wielomianów liniowych i kwadratowych 

R2.6. Dodawanie, odejmowanie, mnożenie i dzielenie wyrażeń wymiernych; 
rozszerzanie i skracanie (w łatwych przykładach) wyrażeń wymiernych 

Czy już umiesz?

3. RÓWNANIA I NIERÓWNOŚCI
Teoria
Rozgrzewka 3.
P3.1. Sprawdzanie, czy dana liczba rzeczywista jest rozwiązaniem równania 

lub nierówności 
P3.2. Wykorzystywanie interpretacji geometrycznej układu równań pierw-

szego stopnia z dwiema niewiadomymi 
P3.3. Rozwiązywanie nierówności pierwszego stopnia z jedną niewiadomą 
P3.4. Rozwiązywanie równań kwadratowych z jedną niewiadomą 
P3.5. Rozwiązywanie nierówności kwadratowych z jedną niewiadomą 
R3.1. Stosowanie wzorów Viète’a 
R3.2. Rozwiązywanie równań i nierówności liniowych i kwadratowych z pa-

rametrem 
R3.3. Rozwiązywanie układów równań, prowadzących do równań kwadrato-

wych 
P3.6. Korzystanie z definicji pierwiastka do rozwiązywania równań typu 

x3 = –8 
P3.7. Korzystanie z własności iloczynu przy rozwiązywaniu równań typu 

x(x + 1)(x – 7) = 0 
R3.4. Stosowanie twierdzenia o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwu-

mian x – a 
R3.5. Stosowanie twierdzenia o pierwiastkach wymiernych wielomianu 

o współczynnikach całkowitych 
R3.6. Rozwiązywanie równań wielomianowych dających się łatwo sprowa-

dzić do równań kwadratowych 
R3.7. Rozwiązywanie łatwych nierówności wielomianowych 
P3.8. Rozwiązywanie prostych równań wymiernych prowadzących do rów-

nań liniowych lub kwadratowych, np. x
x
+
+

=
1
3

2 ,  x
x

x+
=

1 2  

R3.8. Rozwiązywanie prostych nierówności wymiernych typu: x
x
+
+

>
1
3

2, 

x
x

x
x x

+
−

<
−

3
16

2
42 2 , 3 2

4 7
1 3
5 4

x
x

x
x

−
−

≤
−
−

  

R3.9. Rozwiązywanie równań i nierówności z wartością bezwzględną, o po-
ziomie trudności nie wyższym niż: ||x + 1| – 2| = 3, |x + 3| + |x – 5| > 12 

Czy już umiesz?

Kompendium. Zakres rozszerzony. Fragment spisu treści
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RÓWNANIA I NIERÓWNOŚCI3.

88

Do egzaminu na poziomie podstawowym z materiału realizowanego w gimnazjum 
powinieneś pamiętać, jak:
1. zapisywać związki między wielkościami za pomocą równania pierwszego stopnia 

z jedną niewiadomą, w tym związki między wielkościami wprost proporcjonal-
nymi i odwrotnie proporcjonalnymi;

2. sprawdzać, czy dana liczba spełnia równanie stopnia pierwszego z jedną niewia-
domą;

3. rozwiązywać równania stopnia pierwszego z jedną niewiadomą;
4. zapisywać związki między nieznanymi wielkościami za pomocą układu dwóch 

równań pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi;
5. sprawdzać, czy dana para liczb spełnia układ dwóch równań stopnia pierwszego 

z dwiema niewiadomymi;
6. rozwiązywać układy równań stopnia pierwszego z dwiema niewiadomymi;
7. za pomocą równań lub układów równań opisywać i rozwiązywać zadania osa-

dzone w kontekście praktycznym.

Do egzaminu na poziomie podstawowym powinieneś umieć to, co po gimnazjum, 
a także:
1. sprawdzać, czy dana liczba rzeczywista jest rozwiązaniem równania lub nierów-

ności;
2. wykorzystywać interpretację geometryczną układu równań pierwszego stopnia 

z dwiema niewiadomymi;
3. rozwiązywać nierówności pierwszego stopnia z jedną niewiadomą;
4. rozwiązywać równania kwadratowe z jedną niewiadomą;
5. rozwiązywać nierówności kwadratowe z jedną niewiadomą;
6. korzystać z definicji pierwiastka do rozwiązywania równań typu x3 = –8;
7. korzystać z własności iloczynu przy rozwiązywaniu równań typu x(x + 1)(x – 7) = 0;
8. rozwiązywać proste równania wymierne prowadzące do równań liniowych lub 

kwadratowych, np. x
x
+
+

=
1
3

2,  x
x

x+
=

1 2 .

Do egzaminu na poziomie rozszerzonym powinieneś spełniać  wymagania określo-
ne dla poziomu podstawowego, a ponadto umieć:
1. stosować wzory Viète’a;
2. rozwiązywać równania i nierówności liniowe oraz kwadratowe z parametrem;
3. rozwiązywać układy równań, prowadzące do równań kwadratowych; 

RÓWNANIA I NIERÓWNOŚCI

Kompendium. Zakres rozszerzony. Fragment 1.

KOMPENDIUM

90

TEORIA
Równaniem liniowym z jedną niewiadomą x nazywamy równanie ax + b = 0, gdzie 
a i b są liczbami rzeczywistymi.
Równanie liniowe ax + b = 0, w którym a ≠ 0, nazywamy równaniem pierwszego 
stopnia z jedną niewiadomą.
Nierównością pierwszego stopnia z jedną niewiadomą x nazywamy każdą z nie-
równości: ax + b > 0, ax + b < 0, ax + b ≤ 0, ax + b ≥ 0, gdzie a i b są liczbami rze-
czywistymi oraz a ≠ 0. Dwie pierwsze nierówności nazywamy ostrymi, dwie ostatnie 
– nieostrymi.
Rozwiązaniem równania (nierówności) z jedną niewiadomą jest każda liczba, która 
podstawiona w miejsce niewiadomej daje równość (nierówność) prawdziwą. Roz-
wiązanie równania nazywamy też pierwiastkiem tego równania.
Rozwiązanie równania (nierówności) oznacza znalezienie wszystkich rozwiązań tego 
równania (nierówności).
Zbiór utworzony ze wszystkich rozwiązań równania lub nierówności nazywamy 
zbiorem rozwiązań tego równania (nierówności). Równania (nierówności) nazywa-
my równoważnymi, gdy mają ten sam zbiór rozwiązań.

Rozwiązywanie równań liniowych

Metoda analizy 
starożytnych

Przekształcamy równanie wyjściowe tak, że każda liczba spełniają-
ca to równanie spełnia równanie przekształcone (wynikowe).
Obydwa równania, wyjściowe i wynikowe, mogą nie być równo-
ważne. 
Wśród pierwiastków równania wynikowego, poza pierwiastkami 
równania wyjściowego, mogą znaleźć się pierwiastki obce (liczby, 
które nie spełniają równania wyjściowego, choć spełniają równa-
nie wynikowe). 
Po zastosowaniu tej metody trzeba sprawdzić otrzymane pier-
wiastki i wyeliminować pierwiastki obce.

Metoda równań 
równoważnych

Tak przekształcamy dane równanie, by otrzymać równanie 
mu równoważne (mające ten sam zbiór rozwiązań).

Metoda graficzna Rysujemy wykres równania i z wykresu odczytujemy rozwią-
zanie. Metoda prowadzi do uzyskania rozwiązań przybliżo-
nych.
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a także:
1. sprawdzać, czy dana liczba rzeczywista jest rozwiązaniem równania lub nierów-
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2. wykorzystywać interpretację geometryczną układu równań pierwszego stopnia 

z dwiema niewiadomymi;
3. rozwiązywać nierówności pierwszego stopnia z jedną niewiadomą;
4. rozwiązywać równania kwadratowe z jedną niewiadomą;
5. rozwiązywać nierówności kwadratowe z jedną niewiadomą;
6. korzystać z definicji pierwiastka do rozwiązywania równań typu x3 = –8;
7. korzystać z własności iloczynu przy rozwiązywaniu równań typu x(x + 1)(x – 7) = 0;
8. rozwiązywać proste równania wymierne prowadzące do równań liniowych lub 
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Do egzaminu na poziomie rozszerzonym powinieneś spełniać  wymagania określo-
ne dla poziomu podstawowego, a ponadto umieć:
1. stosować wzory Viète’a;
2. rozwiązywać równania i nierówności liniowe oraz kwadratowe z parametrem;
3. rozwiązywać układy równań, prowadzące do równań kwadratowych; 

RÓWNANIA I NIERÓWNOŚCI

Kompendium. Zakres rozszerzony. Fragment 1.
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TEORIA
Równaniem liniowym z jedną niewiadomą x nazywamy równanie ax + b = 0, gdzie 
a i b są liczbami rzeczywistymi.
Równanie liniowe ax + b = 0, w którym a ≠ 0, nazywamy równaniem pierwszego 
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Nierównością pierwszego stopnia z jedną niewiadomą x nazywamy każdą z nie-
równości: ax + b > 0, ax + b < 0, ax + b ≤ 0, ax + b ≥ 0, gdzie a i b są liczbami rze-
czywistymi oraz a ≠ 0. Dwie pierwsze nierówności nazywamy ostrymi, dwie ostatnie 
– nieostrymi.
Rozwiązaniem równania (nierówności) z jedną niewiadomą jest każda liczba, która 
podstawiona w miejsce niewiadomej daje równość (nierówność) prawdziwą. Roz-
wiązanie równania nazywamy też pierwiastkiem tego równania.
Rozwiązanie równania (nierówności) oznacza znalezienie wszystkich rozwiązań tego 
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Zbiór utworzony ze wszystkich rozwiązań równania lub nierówności nazywamy 
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my równoważnymi, gdy mają ten sam zbiór rozwiązań.

Rozwiązywanie równań liniowych

Metoda analizy 
starożytnych

Przekształcamy równanie wyjściowe tak, że każda liczba spełniają-
ca to równanie spełnia równanie przekształcone (wynikowe).
Obydwa równania, wyjściowe i wynikowe, mogą nie być równo-
ważne. 
Wśród pierwiastków równania wynikowego, poza pierwiastkami 
równania wyjściowego, mogą znaleźć się pierwiastki obce (liczby, 
które nie spełniają równania wyjściowego, choć spełniają równa-
nie wynikowe). 
Po zastosowaniu tej metody trzeba sprawdzić otrzymane pier-
wiastki i wyeliminować pierwiastki obce.

Metoda równań 
równoważnych

Tak przekształcamy dane równanie, by otrzymać równanie 
mu równoważne (mające ten sam zbiór rozwiązań).

Metoda graficzna Rysujemy wykres równania i z wykresu odczytujemy rozwią-
zanie. Metoda prowadzi do uzyskania rozwiązań przybliżo-
nych.
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3. RÓWNANIA I NIERÓWNOŚCI

91

3

Równanie pierwszego stopnia tożsamościowe sprzeczne
Warunki a ≠ 0 a = 0 i b = 0 a = 0 i b ≠ 0

Liczba 
rozwiązań jedno (x = − b

a ) nieskończenie wiele 
(wszystkie liczby 

rzeczywiste)
zero

Interpretacja 
geometryczna

Y

Xb
a

–
0

Y

X0

Y

X0
b

Rozwiązywanie nierówności liniowych

Nierówność pierwszego 
stopnia tożsamościowa sprzeczna

mocna (ostra) 
ax + b > 0 a ≠ 0 a = 0  i  b > 0 a = 0  i  b ≤ 0

słaba (nieostra)
 ax + b ≥ 0  a ≠ 0 a = 0  i  b ≥ 0 a = 0  i  b < 0

Zbiór rozwiązań nierówności liniowej pierwszego stopnia
a > 0 a < 0

ax + b > 0

ax + b < 0 X

Y

ax + b > 0

ax + b < 0
X

Y

ax b x b
a

+ > ⇔ ∈ − ∞





0 ,

ax b x b
a

+ < ⇔ ∈ −∞ −





0 ,

ax b x b
a

+ > ⇔ ∈ −∞ −





0 ,

ax b x b
a

+ < ⇔ ∈ − ∞





0 ,

Równania pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi
Równanie Ax + By + C = 0, w którym A, B, C oznaczają liczby takie, że A2 + B2 > 0, 
zaś x i y są zmiennymi, nazywamy równaniem pierwszego stopnia z dwiema nie-
wiadomymi x i y.
Wykresem równania Ax + By + C = 0, gdzie A2 + B2 > 0, jest linia prosta.

KOMPENDIUM

98

ROZGRZEWKA 3.
1. Rozwiąż równania:

a) 3x + 5 = 0
b) 4x − 1 = 2x + 3
c) 2x − 2 = 0
d) 3(2x – 5) = 2(2x + 4)
e) 2 − a = 5 − 3a
f) –2,5x + 4 = –1

g) 1
2

(x − 5) = 3
4

(5 − 3x)

h) 2
5 10
=

x

i) 2 7
5

1x +
=

j) x −
=

2
6

4
3

k) 5 − [(8x + 3) − 18x] = 9x 
l) (3x − 2)2 + 2x – 12 = 4 + 9x2

m) (6x + 2)2 = (9x − 1)(4x + 1)

2. Rozwiąż równania:
a) x(x − 2) = 0
b) (x + 3)(x − 2) = 0
c) –3(x + 5)(x − 7) = 0
d) 5x(x + 3)
e) x2 = 0
f) x2 − 4 = 0
g) x2 − 5x + 4 = 0
h) 2x2 − 11x − 15 = 0
i) −x2 + 3x + 180= 0
j) x2 + 5x = 0
k) x2 + 5x + 6 = 0
l) x2 – 25 = 0
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=
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5 30
=
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=
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4

2 3
3
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−
=

−
+

2
2

5 14
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8

2
4

1x x−
+

+
<
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3

3
6

1+
+

−
>

x x

c) x ≤ 0,2x + 1,6

88



3. RÓWNANIA I NIERÓWNOŚCI

91

3

Równanie pierwszego stopnia tożsamościowe sprzeczne
Warunki a ≠ 0 a = 0 i b = 0 a = 0 i b ≠ 0
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(wszystkie liczby 
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Xb
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–
0

Y

X0

Y

X0
b
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X

Y

ax b x b
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+ > ⇔ ∈ − ∞





0 ,

ax b x b
a

+ < ⇔ ∈ −∞ −





0 ,

ax b x b
a

+ > ⇔ ∈ −∞ −





0 ,

ax b x b
a

+ < ⇔ ∈ − ∞





0 ,

Równania pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi
Równanie Ax + By + C = 0, w którym A, B, C oznaczają liczby takie, że A2 + B2 > 0, 
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Wykresem równania Ax + By + C = 0, gdzie A2 + B2 > 0, jest linia prosta.
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ROZGRZEWKA 3.
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=

x

i) 2 7
5

1x +
=
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=
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4
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CZY JUŻ UMIESZ?
POZIOM PODSTAWOWY

3.1. Rozwiązaniem równania ax + 4(x – 2) = 16 jest liczba x = 4. Współczynnik a 
jest równy:
A. –2;  B. 4;  C. 2;  D. 0.  

3.2. Który z poniższych układów równań można otrzymać po przekształceniu 

układu równań: 
3 5
2 3 1

x y
x y
− =
− =






?

A.
y x
x x
= −
− − =







3 5
2 9 15 1

 B.
y x
x x
= −
− + =







3 5
2 9 15 1

 

C. 
y x
x x
= −
+ − =







5 3
2 15 9 1

 D. 
y x
x x
= −
− + =







5 3
2 15 9 1

3.3. Ile liczb pierwszych jest rozwiązaniem nierówności: (x + 2)2 ≤ (x – 3)2 + 25?
A. 1;                      B. 2;                     C. 3;                      D. nieskończenie wiele.

3.4. Liczby: (–3), (–2), 2, 3 są rozwiązaniami równania:
A. (x2 + 4)(x – 3)2(x + 3) = 0; B. (x2 – 4)(x2 + 9)(x – 3) = 0;
C. (x2 – 4)(x + 3)2(x – 3) = 0; D. (x2 – 9)(x2 + 4)(x + 3) = 0.

3.5. Wybierz równanie, które nie ma rozwiązań:  
A. 5x2 + 19 = 0; B. 5x2 + 19x = 0; C. 5x2 – 19 = 0; D. 5x2 – 19x = 0.

3.6. Dane są trzy równania:  x(x2 + 4)(x – 1) = 0,  2
2 1

3 2
3

x
x

x
x−

=
+ , x3 = –8. Liczba 

2 jest rozwiązaniem:
A. tylko jednego równania; B. wszystkich równań; 
C. dwóch równań;  D. żadnego z równań.

3.7. Pewna liczba cukierków została podzielona między dwoje dzieci. Dostały po 
15 cukierków. Ile cukierków dostałoby każde dziecko, gdyby tę samą liczbę 
cukierków należało podzielić między 6 dzieci?
A. 45; B. 5; C. 3; D. 10.

3.8. Majster wykonuje jeden detal w ciągu 7 minut, a jego uczeń potrzebuje na to 
10 minut. Pracując razem, wykonali 102 detale. Ile detali wykonał majster, 
a ile jego uczeń?
A. uczeń 28, majster 74;  B. uczeń 32, majster 70; 
C. uczeń 40, majster 62;  D. uczeń 42, majster 60.
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5. Funkcje

5.3. Funkcja kwadratowa

5.3.1. Narysuj wykres funkcji y = x2 + 3x – 4.

5.3.2. Naszkicuj wykres funkcji y = 0,5(x – 3)2 – 4,5 i odczytaj z wykresu wartości 
argumentów, dla których funkcja przyjmuje wartości ujemne.

5.3.3. Napisz wzór funkcji kwadratowej y = ax2 + 6, wiedząc, że do jej wykresu należy 
punkt:
a) A = (–2, 26); b) A = (2, –22); c) A = (−1, 5); d) A = (3, 33).

5.3.4. Napisz wzór funkcji kwadratowej y = −3x2 + bx, wiedząc, że do jej wykresu 
należy punkt:
a) A = (–2, –16); b) A = (1, 1); c) A = (2, –14); d) A = (–3, –18).

5.3.5. Dla jakich x wykres funkcji y = x2 –5x + 8 przecina prostą y = 2?

5.3.6. Mniejszą z dwóch liczb, które są miejscami zerowymi funkcji f(x) = x2 + 9x + 20, 
jest liczba:
A. –4; B. 4; C. –5; D. 5.

5.3.7  Dana jest funkcja f(x) = 2x2 – 4x – 50. Dla jakich x funkcja przyjmuje wartość 
−20?

5.3.8. Wyznacz wszystkie wartości x, dla których funkcja f(x) = −2x2 + 5x + 12 przyj-
muje wartości dodatnie.

5.3.9. Wykorzystaj wykres funkcji y = (x – 2)(x + 3) do 
ustalenia zbioru wartości funkcji. 

5.3.10. Narysuj wykres funkcji o wzorze y = 0,5(x + 3)2. 

5.3.11. Wyznacz wzór funkcji y = 3x2 + bx, aby do jej wykresu należał punkt 
A = (1, −2).

Y
0
–1
–2
–3
–4
–5
–6

–1–2–3 1 2 3 4 X

MATEMATYKA. PRZED MATURĄ. ZADANIA Z ROZWIĄZANIAMI. ZAKRES PODSTAWOWY

5.3.12. Wyznacz wzór funkcji y = ax2 + bx, aby do jej wykresu należały punkty 
A = (−2, 42) i B = (3, 12).

5.3.13. Wyznacz współczynnik c trójmianu y = x2 − 11x + c, aby liczba 7 była miej-
scem zerowym tej funkcji.

5.3.14. Funkcja y = ax2 + bx + c przyjmuje wartości dodatnie tylko w przedziale 
(–5, 3). Największą wartością funkcji w tym przedziale jest y = 16. Znajdź wzór tej 
funkcji. 

5.3.15. Znajdź wzór funkcji kwadratowej, której 
wykres przedstawiono na rysunku. 

5.3.16. Dwuskładnikowy roztwór zawiera x% roztworu o stężeniu 16%. Pozostałą 
część stanowi roztwór o stężeniu (x + 5)%. Zapisz funkcję opisującą zależność stęże-
nia s roztworu dwuskładnikowego od x.

5.3.17. Przedstaw pole prostokąta o obwodzie 68 jako funkcję długości jednego 
z boków prostokąta.

5.3.18. Z siatki o długości 60 m należy wykonać ogrodzenie dwóch rabat – pro-
stokątnej, której długość jest dwa razy większa od szerokości, i kwadratowej. Zapisz 
funkcję przedstawiającą sumę pól kwadratu i prostokąta w zależności od długości 
boku kwadratu.

5.3.19. Hania z Tomkiem rzucali do siebie piłką. 
Piłka, lecąc, pokonywała drogę o kształcie parabo-
li. Znajdź funkcję opisującą tor piłki, jeśli odległość 
między Hanią a Tomkiem wynosiła 4,2 m, a mak-
symalna wysokość h = 2,7 m. (Hania i Tomek są 
tego samego wzrostu.)

5.3.20. Znajdź wzór funkcji kwadratowej, której wykres jest symetryczny do wykre-
su funkcji y = −21x2 + 13x + 48 względem osi OX.

Y
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 X

2,7

4,20

Przed maturą. Zadania z rozwiązaniami. Fragment 1.
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scem zerowym tej funkcji.
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(–5, 3). Największą wartością funkcji w tym przedziale jest y = 16. Znajdź wzór tej 
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5.3.15. Znajdź wzór funkcji kwadratowej, której 
wykres przedstawiono na rysunku. 

5.3.16. Dwuskładnikowy roztwór zawiera x% roztworu o stężeniu 16%. Pozostałą 
część stanowi roztwór o stężeniu (x + 5)%. Zapisz funkcję opisującą zależność stęże-
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funkcję przedstawiającą sumę pól kwadratu i prostokąta w zależności od długości 
boku kwadratu.

5.3.19. Hania z Tomkiem rzucali do siebie piłką. 
Piłka, lecąc, pokonywała drogę o kształcie parabo-
li. Znajdź funkcję opisującą tor piłki, jeśli odległość 
między Hanią a Tomkiem wynosiła 4,2 m, a mak-
symalna wysokość h = 2,7 m. (Hania i Tomek są 
tego samego wzrostu.)

5.3.20. Znajdź wzór funkcji kwadratowej, której wykres jest symetryczny do wykre-
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5. Funkcje

Wskazówki. Rozwiązania. Odpowiedzi

5.3.1. Wyznacz współrzędne wierzchołka paraboli i współ-
rzędne punktów przecięcia wykresu funkcji z osiami układu 
współrzędnych. ∆ = 25, więc funkcja ma dwa miejsca zero-
we: x1  =  –4, x2 = 1. Współrzędne wierzchołka paraboli to 
xw = p = −1,5, yw = q = –6,25. Punkt przecięcia z osią OY ma 
współrzędne (0, –4). Zaznacz te punkty w układzie współ-
rzędnych i naszkicuj parabolę. Pamiętaj, że współczynnik 
przy wyrazie x2 jest dodatni (a = 1), więc ramiona paraboli 
skierowane są ku górze. 

5.3.2. Funkcja jest zapisana w postaci kanonicznej, z któ-
rej łatwo odczytasz współrzędne wierzchołka paraboli 
W = (3, −4,5). Współczynnik a = 0,5, więc ramiona pa-
raboli są skierowane w górę. Wartość rzędnej wierzchołka 
paraboli jest ujemna (q = –4,5), więc wierzchołek ten znaj-
duje się poniżej osi OX. Oznacza to, że funkcja musi mieć 
miejsca zerowe. Aby je wyznaczyć, możesz przekształcić 
wzór funkcji do postaci ogólnej, wykonując zaznaczone działania.
Pamiętaj o kolejności działań. y = 0,5x2 – 3x. Aby wyznaczyć miejsca zerowe, wystar-
czy wyłączyć czynnik, np. (0,5x), przed nawias. Otrzymasz wtedy funkcję w postaci 
iloczynowej y = 0,5x(x – 6), z której łatwo wyznaczysz x1 = 0 i x2 = 6. Sporządź wy-
kres i odczytaj z niego wartości argumentów, dla których funkcja przyjmuje wartości 
ujemne.
Odpowiedź: 0 < x < 6.

5.3.3. Podstaw do wzoru y = ax2 + 6 za x pierwszą współrzędną punktu A, a za 
y –  drugą.
a) A = (–2, 26)
 26 = 4a + 6
 a = 5

b) A = (2, –22)
 –22 = 4a + 6
 a = −7

c) A = (−1, 5)
 5 = a + 6
 a = −1

d) A = (3, 33)
 33 = 9a + 6
 a = 3

5.3.4 Podstaw do wzoru y = −3x2 + bx za x pierwszą współrzędną punktu A, a za 
y – drugą.
a) A = (–2, –16)
 –16 = −3(–2)2 – 2b
 b = 2

b) A = (1, 1)
 1 = −3 + b
 b = 4

c) A = (2, –14)
 –14 = −3 ∙ 22 + 2b
 b = −1

d) A = (–3, –18)
 –18 = −3(–3)2 – 3b
 b = −3

5.3.5. Rozwiąż równanie: x2 – 5x + 8 = 2. Po uporządkowaniu równanie powinno 
przyjąć postać: x2 – 5x + 6  = 0.  ∆ = 1, x1 = 2, x2 = 3.
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Przed maturą. Zadania z rozwiązaniami. Fragment 2.
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5. Funkcje

Wskazówki. Rozwiązania. Odpowiedzi
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współrzędnych. ∆ = 25, więc funkcja ma dwa miejsca zero-
we: x1  =  –4, x2 = 1. Współrzędne wierzchołka paraboli to 
xw = p = −1,5, yw = q = –6,25. Punkt przecięcia z osią OY ma 
współrzędne (0, –4). Zaznacz te punkty w układzie współ-
rzędnych i naszkicuj parabolę. Pamiętaj, że współczynnik 
przy wyrazie x2 jest dodatni (a = 1), więc ramiona paraboli 
skierowane są ku górze. 

5.3.2. Funkcja jest zapisana w postaci kanonicznej, z któ-
rej łatwo odczytasz współrzędne wierzchołka paraboli 
W = (3, −4,5). Współczynnik a = 0,5, więc ramiona pa-
raboli są skierowane w górę. Wartość rzędnej wierzchołka 
paraboli jest ujemna (q = –4,5), więc wierzchołek ten znaj-
duje się poniżej osi OX. Oznacza to, że funkcja musi mieć 
miejsca zerowe. Aby je wyznaczyć, możesz przekształcić 
wzór funkcji do postaci ogólnej, wykonując zaznaczone działania.
Pamiętaj o kolejności działań. y = 0,5x2 – 3x. Aby wyznaczyć miejsca zerowe, wystar-
czy wyłączyć czynnik, np. (0,5x), przed nawias. Otrzymasz wtedy funkcję w postaci 
iloczynowej y = 0,5x(x – 6), z której łatwo wyznaczysz x1 = 0 i x2 = 6. Sporządź wy-
kres i odczytaj z niego wartości argumentów, dla których funkcja przyjmuje wartości 
ujemne.
Odpowiedź: 0 < x < 6.

5.3.3. Podstaw do wzoru y = ax2 + 6 za x pierwszą współrzędną punktu A, a za 
y –  drugą.
a) A = (–2, 26)
 26 = 4a + 6
 a = 5

b) A = (2, –22)
 –22 = 4a + 6
 a = −7

c) A = (−1, 5)
 5 = a + 6
 a = −1

d) A = (3, 33)
 33 = 9a + 6
 a = 3

5.3.4 Podstaw do wzoru y = −3x2 + bx za x pierwszą współrzędną punktu A, a za 
y – drugą.
a) A = (–2, –16)
 –16 = −3(–2)2 – 2b
 b = 2

b) A = (1, 1)
 1 = −3 + b
 b = 4

c) A = (2, –14)
 –14 = −3 ∙ 22 + 2b
 b = −1

d) A = (–3, –18)
 –18 = −3(–3)2 – 3b
 b = −3

5.3.5. Rozwiąż równanie: x2 – 5x + 8 = 2. Po uporządkowaniu równanie powinno 
przyjąć postać: x2 – 5x + 6  = 0.  ∆ = 1, x1 = 2, x2 = 3.
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Obie książki są podzielone na rozdziały tematyczne.
Każdy rozdział składa się z podobnych części:

 • powtórzenie – wstęp teoretyczny,
 • zadania zamknięte,
 • zadania otwarte krótkiej odpowiedzi,
 • zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi.

Na końcu książek znajdują się odpowiedzi i wskazówki do zadań.

Książka do zakresu rozszerzonego zawiera bardziej rozbudowaną część teore-
tyczną, nieco powiększony zasób zadań zamkniętych i znacznie więcej zadań otwar-
tych, krótkiej odpowiedzi i rozszerzonej odpowiedzi, niektóre z nich są powtórzone 
albo dosłownie, albo w wersji zmodyfikowanej. Odpowiedzi i wskazówki są obfitsze, 
można w nich znaleźć cenne sugestie dotyczące rozumowania matematycznego.

Przedstawiamy tu spis treści i fragmenty książki do zakresu rozszerzonego – 
 zadania zamknięte, zadania wymagające kodowania, zadania otwarte i odpowiedzi 
(w zakresie podstawowym nie ma 10. rozdziału „Rachunek różniczkowy”).

Do obu książek dołączamy wybór wzorów matematycznych przydatnych na ma-
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5. Geometria 
na płaszczyźnie 

Powtórzenie
5.1. Podstawowe definicje i fakty

Twierdzenie Pitagorasa

Jeżeli trójkąt o bokach długości a, b i c jest prostokątny, przy czym bok a jest pro-
stopadły do boku b, to  a2 + b2 = c2.

Twierdzenie odwrotne
Jeżeli w trójkącie o bokach a, b i c zachodzi równość  a2 + b2 = c2, to trójkąt jest 
prostokątny, a bokami prostopadłymi są boki a i b.

a2

b2

c2

Wysokość trójkąta prostokątnego opuszczona na przeciwprostokątną dzieli ją na 
odcinki, których jest średnią geometryczną. 

Figury geometryczne wypukłe i wklęsłe

Figura geometryczna jest wypukła, gdy wraz z dowolnymi dwoma jej punktami A 
i B należą do niej również wszystkie punkty odcinka AB.

Figury wypukłe Figury niewypukłe
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Zadania powtórkowe – zakres rozszerzony. Fragment
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Kąty wypukłe Kąty wklęsłe

 

Kąty wierzchołkowe, przyległe, kąty utworzone przez parę prostych i trzecią 
nierównoległą do nich (sieczną) – odpowiadające (np. a1 i a3), jednostronne 
wewnętrzne (np. b2 i a3), jednostronne zewnętrzne (np. b1 i a4), naprzemianle-
głe wewnętrzne (np. b2 i b3), naprzemianległe zewnętrzne (np. a1 i a4)

Kąty wierzchołkowe są równe:
a1 = a2, b1 = b2.
Kąty przyległe sumują się do 180°:
a1 + b1 = 180°, a1 + b2 = 180°,
a2 + b2 = 180°, a2 + b1 = 180°.

Jeśli proste k i l są równoległe, to 
kąty odpowiadające, kąty naprzemianległe wewnętrzne, 
naprzemianległe zewnętrzne, są równe (a1 = a2 = a3 = a4  
i  b1 = b2 = b3 = b4),
a kąty jednostronne wewnętrzne, jednostronne ze-

wnętrzne sumują się do 180° (b2 + a3 = 180°, a2 + b3 = 180°, a1 + b4 = 180°, 
b1 + a4 = 180°).
Jest też na odwrót: Jeśli kąty odpowiadające są równe lub kąty naprzemianległe są 
równe lub kąty jednostronne wewnętrzne bądź zewnętrzne sumują się do 180°, to 
proste k i l są równoległe.

Jeśli a1 + b3 = 180°, to proste k i l są równoległe.

Jeśli ramiona jednego kąta są prostopadłe do ramion drugiego kąta, to te kąty albo 
są równe, albo sumują się do 180°.

Kąty w wielokącie

Kąty wewnętrzne

Kąty zewnętrzne

W dowolnym wielokącie wypukłym suma kątów zewnętrznych (po jednym przy 
każdym wierzchołku) jest równa 360°.

a1

a2

b1

b2

a3

a4

b3

b4

k

l

m
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5. Geometria na płaszczyźnie

Zadania otwarte krótkiej odpowiedzi

1. Każde ramię trapezu, w który można wpisać okrąg ma długość 5, a podstawa ma 
długość 8. Znajdź pole tego trapezu, wynik zakoduj.              

2. Znajdź długości x, y, z. Zakoduj te liczby.             , , 

x

y
z

8 6

9

9

5
4

3. Znajdź nieznaną długość x boku trójkąta prostokątnego. 
a)  b)  c)

 11

x 4 3

  4 2

x 3 2

  112

x 15

d)  e)  f)

 x

15159

  48

x50

  4 5

x12

4. Jeden bok trójkąta ma długość 14, a wysokość opuszczona na niego ma długość 12. 
Drugi bok trójkąta ma długość 15. Jaka jest długość trzeciego boku?     

5. Trzy wysokości trójkąta są równe 156, 65 i 60. 
a) Jaki to trójkąt? b) Oblicz pole tego trójkąta.

6. Punkt D jest środkiem odcinka AB, a punkt E jest środkiem odcinka AC. Odcinki 
BE i CD przecinają się w punkcie F. Zobacz na rysunku. |BF| = 4, |DF| = 3.
Oblicz x = |EF|  i  y = |CF|.

yD

A

3

4

B

C
x

F

E
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Matematyka. Zadania powtórkowe przed maturą. Zakres rozszerzony

b) Pierwszą taką liczbą jest 101, a ostatnią 297. Wzór na ciąg tych liczb to 

an = 7n + 94, a1 = 101, a29 = 297. Suma to 101 297
2
+  ∙ 29 = 199 ∙ 29 = 5771.

c) 22,222222,   d) 30 + 31 + ... + 37 = 
3 1
3 1

8 −
−  = 3280

5. Geometria na płaszczyźnie

Zadania zamknięte

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11.
C C C D D C B B D B C

Zadania otwarte krótkiej odpowiedzi

1. 2 0

2. 1 2 , 6 , 3

3. a) 13,    b) 5 2,    c) 113,    d) 12,    e) 14,    f) 8
4. 13
5. a) prostokątny,     b) 5070
6. x = 2, y = 6

7. 1

4

8. a) x Rr= 2 .    b) Na przykład: r = 36, R = 25 i wtedy a = 11, b = 60, c = 61.
c) R + r = 13, R – r = 5, skąd R = 9, r = 4.
d) Obie muszą być kwadratowe, względnie pierwsze, a jedna z nich musi być 
parzysta.

9. a) 65,     b) x =
5
8

10. a) 92°,    b) 7°,    c) 37°,    d) 22°,    e) 160°,    f) 42°
11. a = b + g

12. a) 90°,    b) 4 3 ,    c) 8 3
13. x = 12, y = 12
14. Złota proporcja oznacza, że stosunek większej części do mniejszej jest taki sam 

jak całości do większej części, czyli 
| |
| |

| |
| |

DC
AD

AC
DC

= .

a) g = 36°,    b) ABD = 36°

Zadania powtórkowe – zakres rozszerzony. Fragment odpowiedzi
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a) g = 36°,    b) ABD = 36° format 165 x 235 mm, 
stron 128
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Wstęp
W rozwiązywaniu równań, nierówności i układów równań potrzeba znajomości 

różnych metod, m.in. podstawienia zmiennej pomocniczej. Jest to zwykle wielkie 
ułatwienie w rozwiązaniu zadania, czasem wręcz jedyna skuteczna metoda. Jednak 
użycie nowej zmiennej często wymaga też wprowadzenia odpowiednich założeń lub 
dodatkowych warunków, w szczególności w zadaniach z parametrem i wartością 
bezwzględną. Proponuję bliżej się przyjrzeć tej metodzie i zobaczyć, w jak wielu róż-
nych sytuacjach bywa skuteczna, a także jak ją poprawnie stosować. 

W każdym rozdziale umieszczone są zadania o różnym stopniu trudności. 
 Poszczególne szczeble zostały tak oznaczone: 

I  pierwszy stopień wtajemniczenia,

II  drugi stopień wtajemniczenia,

III  trzeci (najtrudniejszy) stopień wtajemniczenia.

Zbiór zawiera 105 zadań z pełnymi rozwiązaniami oraz 98 zadań do samodziel-
nego rozwiązania; te ostatnie umieszczone są na końcu poszczególnych rozdziałów. 
Aby móc się zmierzyć z zebranymi tu zadaniami, trzeba – naturalnie – mieć pewną 
elementarną wiedzę na temat równań, nierówności i układów równań.

Książka przyda się uczniom przygotowującym się do egzaminu maturalnego lub 
do startu w konkursach matematycznych. 

Od wielu lat prowadzę dodatkowe zajęcia z matematyki i tego typu zadania często 
rozwiązuję z uczniami. Niniejszy zbiór napisałem na podstawie wieloletniego do-
świadczenia, jestem przekonany, że może się przydać nauczycielom w pracy na lek-
cjach czy kółkach. 

Warto zauważyć, że metoda podstawiania jest jedną z ważniejszych metod przy 
obliczaniu całek i rozwiązywaniu równań różniczkowych. Opanowanie tej metody 
ułatwi więc także naukę na studiach wyższych.

Życzę udanej pracy z zadaniami
Tomasz Grębski
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1. Podstawienie zmiennej pomocniczej w równaniach

22

Zadanie 1.19.

Rozwiąż równanie: 2 6 4 3 3 4 142 2x x x x+ + − + − = .

Rozwiązanie: 

2 6 4 3 3 4 142 2x x x x+ + − + − =

(*) 2 3 4 3 3 4 142 2( )x x x x+ + − + − =

D: x2 + 3x – 4 ≥ 0 Określamy dziedzinę równania ze względu 
na pierwiastek kwadratowy.

(x + 4)(x – 1) ≥ 0
x ∈ (–∞, –4〉 ∪ 〈1, +∞) 
Wracamy do równania. 

x x2 3 4+ −  = t, gdzie t ≥ 0 Podstawiamy nową zmienną, pamiętając 
o założeniu.

x2 + 3x – 4 = t 2  ⇒  x2 + 3x = t 2 + 4 Obie strony powyższej równości podnosi-
my do kwadratu i wyznaczamy element 
(x2 + 3x).

2(t 2 + 4) + 4 – 3t = 14 Do głównego równania (*) wprowadzamy 
zmienną t.

2t 2 – 3t – 2 = 0
∆ = 25, ∆  = 5

t t= ∨ = −





2 1

2  
∧ t ≥ 0  ⇒  t = 2

x x2 3 4+ −  = 2 Wracamy do zmiennej x.

x2 +3x – 4 = 4  Obie strony podnosimy do kwadratu. 
x2 +3x – 8 = 0

∆ = 41, ∆ = 41

x x=
− −

∨ =
− +









3 41
2

3 41
2

 
∧ x ∈ (–∞, –4〉 ∪ 〈1, +∞) 

Odpowiedź: x ∈ 
− − − +












3 41
2

3 41
2

, .

II

–4 1 x

Podstawianie zmiennej pomocniczej. Fragment 1.
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Odpowiedź: x ∈ 
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Podstawianie zmiennej pomocniczej. Fragment 2.
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Zadania do samodzielnego rozwiązania

I  1.1. Rozwiąż równanie:  x4 + x2 – 2 = 0.

I  1.2. Rozwiąż równanie:  2x4 – x2 – 1 = 0.

I  1.3. Rozwiąż równanie:  25x4 – 10x2 + 1 = 0.

I  1.4. Rozwiąż równanie:  x6 – 17x3 + 16 = 0.

I  1.5. Rozwiąż równanie:  16x8 – 15x4 – 1 = 0.

II  1.6.  Rozwiąż równanie:  x9 – 3x6 – 6x3 + 8 = 0.

I  1.7.  Rozwiąż równanie:  –3(–x4 + 3x2 – 3) = 6 + (3x2 – x4 – 1)2.

II  1.8.  Rozwiąż równanie:  (x2 + 3x + 3)(2x2 + 6x – 1) + 3 = 0.

II  1.9.  Rozwiąż równanie:  x4 – 5x3 + 8x2 – 5x + 1 = 0.

III  1.10. Rozwiąż równanie:  x6 – 10x5 + 47x4 – 100x3 + 47x2 – 10x + 1 = 0.

II  1.11. Rozwiąż równanie:  2(x – 3)2 – 1 = –|x – 3|.

II  1.12. Rozwiąż równanie:  (x + 5)2  = 2 – |x + 5|.

II  1.13.  Rozwiąż równanie:  |x + 1|5 = |x + 1|.

I  1.14.  Rozwiąż równanie:  x x+ =x x+ =x x7 17 1x x7 1x xx x7 1x x+ =7 1+ =+ =7 1+ =x x+ =x x7 1x x+ =x xx x+ =x x7 1x x+ =x x 8.

II  1.15.  Rozwiąż równanie:  x xx xx x− −x x + =2 3x x2 3x xx x− −x x2 3x x− −x x 6 0+ =6 0+ = .

II  1.16.  Rozwiąż równanie:  x xx x2x x2x x3 3x x3x x6 5x x6 5x xx x− =x xx x6 5x x− =x x6 5x x . 

II  1.17.  Rozwiąż równanie:  x x x2x x2x x3 39 6x x9 6x x 12 3+ +x x+ +x x9 6+ +9 6x x9 6x x+ +x x9 6x x − =12− =12 + .

III  1.18.  Rozwiąż równanie:  5 45 4 2 4235 435 4 22 422 43 23− − 2 4+ =2 42 422 4+ =2 422 4x xx x2x x2 3x x3− −x x− − ( )2 4( )2 4( )2 4+ =2 4( )2 4+ =2 4x x( )x x2 4x x2 4( )2 4x x2 42 4+ =2 4x x2 4+ =2 4( )2 4+ =2 4x x2 4+ =2 4 ( )2( )2 −( )− x( )x .

III  1.19.  Rozwiąż równanie:  x x+ −x x+ −x x − =5 25 2x x5 2x xx x5 2x x+ −5 2+ −x x+ −x x5 2x x+ −x x − =5 2− =5 55 5x5 5x− =5 5− = −5 5−3 25 225 265 265 2x x5 2x x6x x5 2x x 35 535 5 .

II  1.20.  Rozwiąż równanie:  3 1
1

3 1
1

104 44 44 434 43x
x

x
x

−
+

+4 4+4 4
+
−

= .

II  1.21.  Rozwiąż równanie:  x
x

x
x

2
5

2
5

4
1

3 1
4

2−
+

−
+
−

= − .

II  1.22.  Rozwiąż równanie:  5 45 4 6 46 425 425 445 445 4 26 426 4x x5 4x x5 4 6 4x x6 46 4x x6 45 425 4x x5 425 4x x− =x x5 4x x5 4− =5 4x x5 4 6 4− −6 46 4x x6 4− −6 4x x6 46 4x x6 4− −6 4x x6 4 .

II  1.23.  Rozwiąż równanie:  x x x x2 22 2x x2 2x x x x2 2x xx x3x x2 232 232 232 2

2
3 4x x3 4x x 4+ −x x+ −x x2 2+ −2 2x x2 2x x+ −x x2 2x xx x3x x+ −x x3x x2 232 2+ −2 232 2x x2 2x x3x x2 2x x+ −x x2 2x x3x x2 2x x + −x x+ −x x3 4+ −3 4x x3 4x x+ −x x3 4x x = . 

II  1.24. Rozwiąż równanie:  x x x x2 22 2x x2 2x x3 4x x3 4x x2 23 42 25 35 3x x5 3x x2 25 32 22 25 32 2 4x x+ −x x2 2+ −2 2x x2 2x x+ −x x2 2x x3 4+ −3 4x x3 4x x+ −x x3 4x x2 23 42 2+ −2 23 42 2x x2 2x x3 4x x2 2x x+ −x x2 2x x3 4x x2 2x x = +2 2= +2 25 3= +5 35 3= +5 3x x5 3x x= +x x5 3x x2 25 32 2= +2 25 32 22 25 32 2= +2 25 32 2x x2 2x x5 3x x2 2x x= +x x2 2x x5 3x x2 2x x − . 
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1.8. Podstawienie: t = x2 + 3x, gdzie t ∈ R.
Odpowiedź: x ∈ {–3, 0}.

1.9. Podstawienie: t = x + 
1
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1.10. Podstawienie: t = x + 1
x

, gdzie t ∈ R.

Odpowiedź: x ∈ − +{ }2 3 2 3, .

1.11. Podstawienie: t = |x – 3|, gdzie t ≥ 0.
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Podstawianie zmiennej pomocniczej. Fragment odpowiedzi
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Podróże matematyczne mogą w sposób istotny wpłynąć na losy młodego 
człowieka, ukazując matematykę od innej strony niż typowa szkoła. Autor wybrał 
z nieprzebranego dorobku matematyki kilkadziesiąt arcydzieł – zadań, twierdzeń, 
a nawet teorii – i opowiada o nich z wielu punktów widzenia. A czyni to tak, by  
u początkującego czytelnika wzbudzić zainteresowanie, a czytelnika świadomego  
i dojrzałego – nie znudzić. To niemała sztuka! 

Jest w książce wiele zadań i problemów, a Autor zachęca do dalszych poszukiwań. 
Samodzielne rozwiązanie trudnego zadania matematycznego jest źródłem radości, 
której nie da się opisać. Trzeba jej doświadczyć. Wstęp kończy się westchnieniem: 
„Ach, jak to dobrze, że matematyka została wynaleziona”. Podzielam ten pogląd.  
I mam nadzieję, że po lekturze Podróży westchnie tak niejeden z czytelników. 
To piękna książka! Trzeba ją przeczytać!

dr hab. Edward Tutaj, Instytut Matematyki UJ

Książkę Michała Szurka czyta się lekko i przyjemnie. Trudno oderwać się od 
lektury, ale nie jest ona łatwa – kolejne zadania stawiają przed czytającym 
coraz trudniejsze problemy. Autor przedstawia zadania „smakowite”, niektóre  
z przymrużeniem oka, zabawne, rymowane, cytuje też różne historyczne 
źródła, ale i namawia do układania własnych zadań.

Nauczyciele matematyki znajdą w tej pozycji mnóstwo pomysłów do wykorzystania 
na lekcjach i na zajęciach pozalekcyjnych.

Na pewno będzie to fantastyczna pozycja na nagrody dla moich uczniów.

Alina Przychoda, Prezes Stowarzyszenia Nauczycieli Matematyki

Podróże matematyczne są dla każdego, kto lubi wycieczki intelektualne. 
Musi się tylko przygotować na podróże w czasie, przestrzeni, nawet w wielu 
wymiarach. Po drodze spotykamy problemy matematycznie drobne i wielkie, 
ale ważne kulturowo, problemy matematycznie ładne i dodatkowo użyteczne. 
Książkę można czytać, mając podstawową wiedzę matematyczną, choć czasem 
potrzebna jest nieco większa. Jednak Autor przedstawia problemy w sposób 
przejrzysty i nie przesadza z „rachunkami”. Ogólnie – bardzo dobra zabawa.

Piotr Drozdowski, XXV LO w Warszawie

MPM www.pazdro.com.pl
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PODRÓŻE 
MATEMATYCZNE

Michał Szurek

Intelektualna 

wyprawa 

w czasie i przestrzeni 

dla uczniów i nauczycieli

Podróże matematyczne to 
książka nie tylko dla ucznia 
i nauczyciela, lecz dla wszyst-
kich, którzy interesują się 
matematyką i reagują na jej 
wyzwania – i dla młodszych, 
i dla starszych. 

Z nieprzebranego dorobku matematyki Autor wybrał kilkadziesiąt arcydzieł 
– zadań, twierdzeń, teorii – i w barwny sposób opowiada o nich z wielu punk-
tów widzenia. A czyni to tak, by początkującego czytelnika zainteresować, 
a czytelnika dojrzałego – nie znudzić. Autor ukazuje matematykę przyjemną 
i intrygującą. Treść książki oscyluje wokół programu szkolnego, chociaż im 
wyższy numer rozdziału, tym „odległość” od szkoły większa, a w rozdziale 17 
jest wręcz „kosmiczna”. Książka i jej rozdziały są napisane zgodnie z zasadą 
stopniowania trudności. Znajdziemy tu równania, tradycyjne zadania w no-
wym ujęciu, zadania logiczne, kolorową geometrię i wycieczkę w dziwne prze-
strzenie. Trudne miejsca nie powinny nikogo odstraszać.

Dla zainteresowanych
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format 165 x 235 mm,
stron 132

Ten poradnik jest przezna-
czony dla początkujących 
adeptów i zainteresowanych 
GeoGebrą, jej możliwościami 
i przydatnością w nauczaniu 
i uczeniu się matematyki na 
wszystkich poziomach edu-
kacji.

GeoGebra jest bezpłatnym 
oprogramowaniem matema-
tycznym, dostępnym on-line 
i off-line w systemach ope-
racyjnych Windows, Linux 
i  Mac OSX, na komputerach 
i  na urządzeniach przenoś-
nych (tablety, smartfony).

Poradnik ten dotyczy stosowania GeoGebry przy użyciu komputerów z syste-
mem operacyjnym Windows.

Markus Hohenwarter is the creator of GeoGebra. He studied mathematics 
and computer science at the University of Salzburg in Austria. As part of his 

master’s thesis, he designed and developed the mathematical software called 
GeoGebra, the main advantage of which is the dynamic linking of geometry  

and algebra into one system, thus helping enormously in the learning  
and teaching of mathematics.

After obtaining his PhD in Mathematical Education, he spent three years  
at the University of Florida in the United States, where he worked with middle 

school and high school teachers.  In the year 2010, he took up a position  
at the Johannes Kepler University in Linz, Austria, where he is currently Dean  

of the Mathematical Education Faculty and is engaged in close cooperation with 
the local pedagogy schools.

In 2013, he became Doctor Honoris Causa in Argentina for his work 
on the mathematical software GeoGebra.
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The ABC of Geo
A Beginner’s Guide

Katarzyna Winkowska-Nowak
Edyta Pobiega

Katarzyna Pobiega
Renata Węglińska

Gebra

Dostępna również 
w języku angielskim
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O programie

Program ten swe korzenie 
ma w słynnym programie 
 Mathematica, który doskona-
le łączy obliczenia numerycz-
ne i symboliczne, interpreta-
cję graficzną wyników, język 
programowania, dokumen-
tację i możliwość publikacji 
pracy. Dzięki bogactwu funk-
cji jest świetnym narzędziem 
pracy matematyków, fizyków, 
biologów, chemików i innych.

Program jest przeznaczony zarówno dla uczniów, studentów, jak i dla nauczy-
cieli. Z własnego doświadczenia wiem, jak przyjemnie pracuje się z progra-
mem wspólnie z uczniami. Nauczyciel bez wątpienia staje się nowoczesny, 
a uczniów to zachęca do pracy. Krótko mówiąc – przyjemne z pożytecznym.

W tym Poradniku zajmujemy się stroną matematyczną programu. A zatem 
stawiamy sobie pytanie: w czym może pomóc nam Wolfram Alpha (jeśli cho-
dzi o matematykę) oraz w jaki sposób z niego korzystać?

Wolfram Alpha m.in. rozwiązuje równania i nierówności, układy równań 
i nierówności, oblicza pochodne i całki, rysuje funkcje oraz wypisuje ich naj-
ważniejsze własności. To oczywiście przysłowiowa „kropla w morzu” jego 
możliwości. Opisane w książce funkcje i przykłady pozwolą Czytelnikowi po-
znać wiele możliwości tego programu. 
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Praktyczny przewodnik po programie 
dla każdego

MATEMATYKA

MatematykaMM
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a Kompendium maturalne

Zakres podstawowy

Aleksandra Gębura

Matematyka

Zadania powtórkowe 
przed maturą
Zakres podstawowy

Tomasz Zamek-Gliszczyński
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MatematykaMM
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a Kompendium maturalne

Zakres rozszerzony

Aleksandra Gębura

Matematyka

Zadania powtórkowe 
przed maturą
Zakres rozszerzony

Tomasz Zamek-Gliszczyński
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Elżbieta Świda
Elżbieta Kurczab
Marcin Kurczab
Małgorzata Przeniosło

Powtórka przed maturą

MATEMATYKA
Zadania

ZAKRES PODSTAWOWY

Podstawianie 
zmiennej pomocniczej 
w równaniach i nie tylko
Zadania z rozwiązaniami

Tomasz Grębski
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Aleksandra Gębura
 

MATEMATYKA
Zadania z rozwiązaniami
Zakres podstawowy

Przed maturą

MATEMATYKA

Porady i wskazówki 
których nie ma w tablicach maturalnych 
z przykładami ich zastosowania

Tomasz Grębski




