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Szanowni Panstwo,

oto informator o naszych pozycjach wydawniczych z matematyki, ktdre sg przezna-
czone dla uczniéow licedw i technikéw, przygotowujacych sie do matury wedlug zasad
obowigzujacych od roku szkolnego 2014/15.

Wybrane fragmenty ksigzek ilustrujg zakres i sposdb opracowania tre$ci nauczania,
ujetych w podstawie programowej obowigzujacej w szkotach od wrzesnia 2012 r.
W poszczegdlnych pozycjach prezentujemy: okladke, spis tresci, wstep do ksiazki,
przykltadowy fragment opracowania tresci i odpowiedni fragment odpowiedzi.

Na koncu informatora przedstawiamy trzy pozycje przeznaczone dla ucznidw, na-
uczycieli i dla tych, ktdérzy szczegdlnie interesujg sie matematyka oraz wspolczesnymi
narzedziami informatycznymi przydatnymi w jej nauczaniu i zastosowaniu.

Gorgco zachecamy do korzystania z naszej oferty. JesteSmy przekonani, ze pozycje te
pomoga uczniom skutecznie przygotowac sie do matury i osiaggna¢ sukces podczas

egzaminu.

Wydawca

v OFICYNA
(_E EDUKACYJNA

KRZYSZTOF PAZDRO

ul. Koscianska 4, 01-695 Warszawa
tel. 22 560 81 00, fax 22 560 81 27
e-mail: pazdro@pazdro.com.pl
www.pazdro.com.pl
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Wstep

Od roku 2010 matematyka na poziomie podstawowym jest zdawana na maturze jako przedmiot
obowigzkowy. Od tej pory uptyneto juz 11 lat. Jest to wystarczajacy czas, by na podstawie
przegladu arkuszy maturalnych zorientowac sig¢, jakiego typu zadan i o jakiej skali trudnos$ci
moze spodziewaé si¢ na egzaminie przyszty maturzysta.

W tym zbiorze zebratem wszystkie zadania z lat 20102021, ktore wystgpowaty w arkuszach
maturalnych CKE na poziomie podstawowym. Zadania zostaty jednak podzielone i uporzad-
kowane wedtug rozdziatéw, wystepujacych w typowym programie nauczania matematyki
w szkole. Obok numeru kazdego zadania jest wskazoéwka, z arkusza ktorej matury dane zadanie
pochodzi (miesiac, rok, nr zadania i liczba punktéw). Do wszystkich zadan podalem szkice
rozwiazan, roéwniez do zadan zamknietych.

Propozycje rozwigzan tych zadan, sporzadzone przez ekspertdow CKE, mozna znalez¢
rowniez na stronie www.cke.edu.pl.

Ten zbior zadan moze by¢ Swietnym materiatem do samodzielnego przygotowania si¢
do egzaminu. Moze réwniez by¢ pomocny nauczycielowi w zaplanowaniu cyklu powtorzen
przygotowujacych uczniéw do matury.

Zadania oznaczone ®, w zwigzku ze zmiang podstawy programowej, od roku 2015 wyste-
puja w arkuszach na poziomie rozszerzonym. Przygotowujac si¢ tylko do matury na poziomie
podstawowym mozna je pomingé.

Lata 20202021 przejda do historii m.in. z powodu COVID-19 i zdalnego nauczania. Sesja
maturalna 2020 tez byta wyjatkowa, poniewaz odbyla si¢ z miesigcznym przesunigciem. Egza-
min maturalny w 2021 zostat przeprowadzony na podstawie nieco zmodyfikowanych podstaw
programowych. Mimo trudnosci, do zbioru zadan zalaczono zadania pochodzace z arkuszy
maturalnych w terminach dodatkowych (lipiec 2020 i czerwiec 2021), z arkuszy matury po-
prawkowej (wrzesien 2020) oraz z arkuszy diagnostycznych (2014 i 2021).

Mam nadziej¢, ze ten bardzo bogaty material pozwoli uczniom skutecznie przygotowac si¢
do egzaminu.

Autor



Zbidr zadan maturalnych CKE z rozwigzaniami. Poziom podstawowy. Przykladowy fragment

ZADANIA MATURALNE

1. Liczby. Potegi

Zadanie 1.1. [matura, maj 2010, zad. 3. (1 pkt)]

-2 -1

0
Liczba ( j jest rowna

2°1.372

A.l B.4 C.9 D. 36

Zadanie 1.2. [matura, sierpien 2010, zad. 2. (1 pkt)]

Tloczyn 812 - 9% jest rowny

A. 3% B. 3¢ C.3' D. 3
Zadanie 1.3. [matura, sierpien 2010, zad. 6. (1 pkt)]

Kwadrat liczby x = 2 - NG jest réwny

A T-43 B.7+4\3 C.1 D.7

Zadanie 1.4. [matura, czerwiec 2011, zad. 1. (1 pkt)]

Liczbe V20 mozna przedstawi¢ w postaci

A.5/2 B.5V4 C. 45 D. 2.5

Zadanie 1.5. [matura, czerwiec 2011, zad. 2. (1 pkt)]

-5
Potgga [%J (gdzie a i b sa rézne od zera) jest rowna

5 5 5
B. (2) o’ D. —[ﬁj
a a b

Zadanie 1.6. [matura, sierpien 2011, zad. 7. (1 pkt)]

Dla pewnych liczb a i b zachodzg rownosci: a> — b>=2001a + b = 8. Dla tych liczb a i b war-
tos$¢ wyrazenia a — b jest rowna

A.25 B. 16 C.10 D.2

A.-5-

> Q

Zadanie 1.7. [matura, maj 2012, zad. 2. (1 pkt)]

3
Liczba \3¢(—8)71 -164 jest rowna

A. -8 B. 4 C.2 D. 4



Matematyka. Zbior zadan maturalnych. Lata 2010-2021. Poziom podstawowy

Zadanie 1.8. [matura, maj 2012, zad. 3. (1 pkt)]
2
Liczba (3 - \/E) + 4(2 - \/E) jest rowna

A 191042 B.17 — 42 C.15+142

Zadanie 1.9. [matura, czerwiec 2012, zad. 1. (1 pkt)]
J5 42

J5-2

Al B.-1 C.7+45

Utamek

jest rowny

Zadanie 1.10.  [matura, czerwiec 2012, zad. 21. (1 pkt)]
2
Rownosé (a + 2\/5) = a2 + 282 + 8 zachodzi dla

A.a=14 B.a =72 C.a=7

Zadanie 1.11.  [matura, sierpien 2012, zad. 2. (1 pkt)]
Iloczyn 97 - 38 jest rowny
A.3H* B.3?° C.9!

Zadanie 1.12.  [matura, sierpien 2012, zad. 4. (1 pkt)]

2
Liczba (2 - 3x/§) jest rowna
A.-14 B.22 C.-14-12V2

Zadanie 1.13.  [matura, maj 2013, zad. 23. (1 pkt)]

50 -8

Liczba jest rowna
V2

A. 242 B.2 C.4

Zadanie 1.14.  [matura, czerwiec 2013, zad. 1. (1 pkt)]
3

Liczba (9/1_6 . 4*2) jest rtowna

A. 4 B. 4+ C. 48

Zadanie 1.15.  [matura, sierpien 2013, zad. 3. (1 pkt)]

. 53.25 .
Liczba ——=— jest rowna
J5

A. 555 B.5*\/5 C.535

D

19+ 642

.9+4J5

.a=2\/§

.22 122

.555



8

Oryginalne zadania maturalne Centralnej Komisji Egzaminacyjnej

Zadanie 1.16.  [matura, sierpien 2013, zad. 6. (1 pkt)]

Liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniajg warunkia + b=3,b+c=4ic+a=>5.
Wtedy suma a + b + ¢ jest rbwna

A. 20 B.6 C.4 D. 1

Zadanie 1.17.  [matura, maj 2014, zad. 3. (1 pkt)]

Warto$¢ wyrazenia 2 2 jest rowna
B-1 B+l
A.-2 B. 2.3 C.2 D. 23

Zadanie 1.18.  [matura, maj 2014, zad. 21. (1 pkt)]
2

Liczba 1 5 | Jjestrowna
(\3/729 + 40256 + 2)
1 1
A, — B. — C.1 D. 15
225 15

Zadanie 1.19.  [matura, czerwiec 2014, zad. 8. (1 pkt)]

327 + 326

Liczba ——— jest rowna
326 4 3%

A.l B.3 C.6 D.9

Zadanie 1.20.  [matura, sierpien 2014, zad. 2 (1 pkt)]

Liczba % - 22014 jest rowna

A. 22013 B. 22012 C. 21007 D. 12014

Zadanie 1.21.  [matura, sierpien 2014, zad. 4 (1 pkt)]
2
Liczba (\/g - \/é) +24/15 jest rowna

A2+ 215 B. 8 C.2+4/15 D.2

Zadanie 1.22.  [matura, maj 2015, zad. 4. (1 pkt)]
m 5+ J5

5-5

A.m=5 B.m=4 C.m=1 D.m=-5

Réwnosé zachodzi dla

Zadanie 1.23.  [matura, maj 2015, zad. 3 swe. (1 pkt)]

4
Liczba 23 - 325 jest rowna

2 ‘
A.23 B.2 C. 25 D. 2}



Matematyka. Zbior zadan maturalnych. Lata 2010-2021. Poziom podstawowy

Zadanie 1.24.  [matura, czerwiec 2015, zad. 1. (1 pkt)]

Liczba 24/18 — /32 jest rowna
3 1 1 3
A.22 B.2 2 C. 22 D. 22

Zadanie 1.25.  [matura, czerwiec 2015, zad. 2. (1 pkt)]

5/ 2y . -1
Warto$¢ wyrazenia % - 22 jest rtowna
A. 1 B. 1 C.1 D.-1
2 2

Zadanie 1.26.  [matura, czerwiec 2015, zad. 1 swe. (1 pkt)]

Lirh (0,2)" . .
1CZzba jestrowna
4/25—3

A5 C. 352 DL

1
B. —
153

3 52
Zadanie 1.27.  [matura, czerwiec 2015, zad. 4 swe. (1 pkt)]
Liczba 17° + m? jest podzielna przez 19 dla
A.m=-8 B.m=-2 C.m=2 D.m=38
Zadanie 1.28.  [matura, sierpien 2015, zad. 1. (1 pkt)]
- 3. . . . a-b . ,

Jeslia = — 1 b =2, to warto§¢ wyrazenia jest rowna

2 a+b
A. E B.1 C. E D. 2—7

3 7 6

Zadanie 1.29.  [matura, sierpien 2015, zad. 3. (1 pkt)]

5. c9
Liczba 5 jest réwna
A. 45% B. 45° C. 9 D. 5*
Zadanie 1.30.  [matura, sierpien 2015, zad. 4. (1 pkt)]
Liczba \/7 \/7 jest rowna

16 3+47

63 3[ ) NG
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Zbidr zadan maturalnych CKE z rozwigzaniami. Poziom podstawowy. Fragment odpowiedzi

Szkice rozwiqzan

SzKice rozwiazan

1. Liczby. Potegi

Zadania zamKniete

Zad. Rozwigzanie Odp.
2 a0
1.1 [2 3 j -1 A
21.32
1.2 812 . 94 — (34)2 . (32)4 — 38 . 38 — 316 C
1.3 (2—\@)2=4—4\/§+3=7—4\/§ A
1.4 [V20=+4.5=25 D
-5 5
<[ :
b a
1.6 |(a—b)a+b)=200,(a—b)-8=200,a—b=25 A
3
= 2 1
1.7 |3(-8)" 164 =—-=.8=-4 B
1.8 (3—\/5)2+4(2—\/§)=9—6\/§+2+8—4\/§:19—10\/5 A
J5 +2)(+/5 +2 2
1.9 J§+2:( I )=(£+2) —9+45 D
B2 (E-7)(B2)
1.10 (a+2ﬁ)2:a2+4aﬁ+8,4a:28,a:7 C
111 [95-38=95.94=9 C
1.12 (2—3ﬁ)zz4—1zﬁ+18=22—12ﬁ D
J50-V18 5V2-3V2 242
1.13 = - =2 B
V2 V2 V2
1.14 (%-4-2)3=42-4—6=4—4 B




Matematyka. Zbior zadan maturalnych. Lata 2010-2021. Poziom podstawowy

3. 3,82,
525 55 \/5254\/5

1.15
J5 5
1.16 (2(a+tb+c)=3+4+5a+tb+c=6
117 |22 :J§+1—(ﬁ_1):2
\/5—1 \/§+1
-2
-2
1.18 1 - :(1] -1
(\3/729 + 4256 + 2) 1
327 4326 3%6(341
PR T Y bl Ch) B
36435 35(341)
1.20 l . 22014 — 2—1 . 22014 — 22013
121 (\E—\E)z+2\/E:5—2\/E+3+2\/1—:8
1.22 mzwzﬁz4
5
4 4 5
123 |23 .35 =23 .23 = 22
1 3
124 |0 18 —\32 =292 -\16- 2 =632 —4J2 =22 =21 .22 = 22
5/ L.9-1
125 [ Y8227 2 5 00
4
02° 53 3 3
1.26 g 7) :_G: +2 :52:
Y50 NG
127 |17+ w3 =17 +m)(17? = 1Tm +m?), m =2
a~b_ 3 _9
1.28 |a+b §+2 7
2
5 E9 5 E9
120 |25 95 o

45 9.5

11
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Szkice rozwiqzan

1.30

9 [7 3 7 16

= — =
7 Vo J7 3 37

1.31

1
a+b_§+7

a-b

W | =
I
[ BN
W
I
SN

1.32

12 .05 12,210
52905230 o s
1510 510,310

1.33

% =0,(285714)

1.34

1.35

1.36

%/ﬁ{s-sir :[32]3 33

1.37

500012 —499992 = (50001 —49999) - (50001 +49999) =200 000

1.38

5t=15000 000 g =10 000 000 - 0,5=10" - 0,5

1.39

37+38+39+40+41=195

1.40

4554 455

204 44.54

1.41

8
5162 =58.2% = (5)
2

1.42

Y54 -2 =3272-32=332-32 =232

1.43

(V2-2) =(2+42)

1.44

1624+ 1624+ 1624+ ]624=4. 1624=449

1.45

ab — b = (-2) -3 =—8—é:—%3

1.46

99.812:99.94:913




2021

Poziom rozszerzony

431 ZADAN

Z ROZWIAZANIAMI




14

Spis tresci

S D . ot 4
Zadania maturalne ......... ... 5
1. Funkcja kwadratowa ... ...ttt 5
2. WICOMIANY . . o\ o ottt e e e e e 8
3. TrygONOMELIIA . . o\ vt ettt et e e e e e e e e e e e e e e 12
4. Warto$¢ bezwzgledna .. ... ... .. 16
5. Planimetria . ... 20
6. SEErEOMELIIA . ...ttt ettt e 24
7. Geometria analityCzna . . .. ... ottt 29
S JR 5 T 4 P 33
9. Kombinatoryka .. ... ... ... 39
10. Rachunek prawdopodobienstwa .. ........ ... ...t 40
11. Dowody (SEOMELIIa) . . ..o\ttt ettt et e 44
12. Dowody (algebra) . ...... ..ot 50
13. Graniceipochodna . ........... i 53
14, Optymalizacja . .. ... ...ttt 55
15, INNE . .o 60
SzKice rozwiazan . ... ... ... .. .. 63
1. Funkcja kwadratowa ... ... ... i 63
2. WICOMIANY . . ..ottt et et e e 81
3. TrYyZONOMELIIA . o vt e ettt e e e e e e e e e 90
4. Warto$¢ bezwzgledna . ........ ... 109
5. Planimetria . ... .o 122
6. StEreOMELIIa . .. ..ottt e 139
7. Geometria analityCzna . . .. ... ..ot 156
S JE 5 T T« P 178
9. KombinatoryKa .. ... ... ...t 193
10. Rachunek prawdopodobienstwa . ................ ..., 199
I1. Dowody (EOMmEtria) . ... ...ttt 211
12. Dowody (algebra) .. ...t 226
13. Graniceipochodna . ....... ... .. it 235
14, Optymalizacja .. .......uut e e e 242
15, INNE . .o 262



Wstep

Od roku 2010 matematyka na poziomie rozszerzonym jest zdawana na maturze wylacznie jako
przedmiot dodatkowy. Od tej pory uptyneto juz 11 lat. Jest to wystarczajacy czas, by na pod-sta
wie przegladu arkuszy maturalnych zorientowac si¢, jakiego typu zadan i o jakiej skali
trudno$ci moze spodziewac si¢ na egzaminie przyszty maturzysta.

W tym zbiorze zebratem wszystkie zadania z lat 20102021, ktore wystgpowaty w arkuszach
maturalnych CKE na poziomie rozszerzonym. Sa tu zadania pochodzace z matur w terminach
gtownych i dodatkowych oraz z diagnozy przedmaturalnej z lat 2020-2021. Zadania zostaty
jednak podzielone i uporzadkowane wedtug rozdziatow, wystepujacych w typowym programie
nauczania matematyki w szkole. Obok numeru kazdego zadania jest wskazowka, z arkusza
ktorej matury dane zadanie pochodzi (miesigc, rok, nr zadania i liczba punktow).

Przy niektoérych zadaniach umiescitem skrot swe. W ten sposob oznaczytem zadania wy-
stepujace w arkuszach maturalnych od roku 2015. Sg one oparte na standardach wymagarn
egzaminacyjnych, a nie na podstawie programowej z matematyki z roku 2012. Od 2015 roku
arkusze takie byly dedykowane absolwentom technikéw oraz poprawiajacym wyniki lub zda-
jacym egzamin maturalny z matematyki po raz kolejny.

Do wszystkich zadan podatem szkice rozwigzan, rowniez do zadan zamknigtych.

Ten zbiér zadan moze by¢ §wietnym materiatem do samodzielnego przygotowania si¢ do eg-
zaminu. Moze réwniez by¢ pomocny nauczycielowi w zaplanowaniu cyklu powtorzen przygo-
towujacych uczniow do matury.

Mam nadzieje, ze ten bogaty material pozwoli uczniom skutecznie przygotowac sie
do egzaminu.

Autor
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Zbidr zadan maturalnych CKE z rozwigzaniami. Poziom rozszerzony. Przykladowy fragment

ZADANIA MATURALNE

1. Funkcja kwadratowa

Zadanie 1.1. [matura, maj 2010, zad. 6. (5 pkt)]

Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktorych rownanie x? + mx + 2 = 0 ma dwa rézne
pierwiastki rzeczywiste takie, ze suma ich kwadratow jest wieksza od 2m? — 13.

Zadanie 1.2. [matura, sierpiefi 2010, zad. 4. (5 pkt)]

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych rownanie x? — (m — 4)x + m? — 4m =0 ma
dwa rézne pierwiastki rzeczywiste, ktorych suma jest mniejsza od 2m?* — 3.

Zadanie 1.3. [matura, sierpien 2010, zad. 5. (4 pkt)]
Narysuj wykres funkcji f okreslonej wzorem f(x) = x* — 4|x| i na jego podstawie wyznacz liczbe
rozwiazan réwnania f(x) = m w zaleznoS$ci od wartos$ci parametru m.

Zadanie 1.4. [matura, maj 2011, zad. 3. (6 pkt)]

Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktorych rownanie x> — 4mx —m> + 6m> +m—-2=0
ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste x,, x, takie, ze (x, — x,)* < 8(m + 1).

Zadanie 1.5. [matura, czerwiec 2011, zad. 2. (5 pkt)]

Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktorych rownanie 2x*> — (m — 2)x — 3m = 0 ma
dwa rozne pierwiastki rzeczywiste x,, x, spetniajgce warunek x? + x7 — 2xx, < 25.

Zadanie 1.6. [matura, maj 2012, zad. 1. (4 pkt)]

Wyznacz cztery kolejne liczby catkowite takie, Ze najwigksza z nich jest rowna sumie kwadra-
tow trzech pozostalych liczb.

Zadanie 1.7. [matura, maj 2012, zad. 4. (6 pkt)]

Oblicz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktorych rownanie x> — (m +2)x + m +4 =0 ma dwa
rozne pierwiastki rzeczywiste x,, x, takie, ze xj + x) = 4m’ + 6m? —32m + 12.

Zadanie 1.8. [matura, czerwiec 2012, zad. 4. (5 pkt)]

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych rownanie 2x*> + (3 —2m)x—m + 1 =0 ma
dwa rozne pierwiastki x,, x, takie, ze |x; —x,| = 3.

Zadanie 1.9. [matura, maj 2013, zad. 6. (6 pkt)]

Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktorych rownanie x* + 2(1 — m)x + m> —m =0
ma dwa rdzne rozwigzania rzeczywiste x,, x, spetniajgce warunek xx, < 6m < x>+ x,2.
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Zadanie 1.10.  [matura, czerwiec 2013, zad. 2. (5 pkt)]

Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktorych rownanie (m + 1x? —=3mx +m+1=0
ma dwa rézne pierwiastki takie, ze ich suma jest nie wigksza niz 2,5.

Zadanie 1.11.  [matura, maj 2014, zad. 2. (6 pkt)]

Wyznacz wszystkie warto§ci parametru m, dla ktorych funkcja kwadratowa

f(x)=x2— (2m + 2)x + 2m + 5 ma dwa rozne pierwiastki x, x, takie, ze suma kwadratéw odle-
glodci punktow 4 = (x,, 0), B = (x,, 0) od prostej o rownaniux +y+ 1 =0 jest rowna 6.

Zadanie 1.12.  [matura, czerwiec 2014, zad. 6. (6 pkt)]

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych rownanie x*> + (2m — 5)x +2m +3 =0
ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste x,, x, takie, ze (x; +x,)> > x? - x7 > x% + x2.

Zadanie 1.13.  [matura, maj 2015, zad. 7. (2 pkt)]

Liczby (=1) i 3 sg miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f. Oblicz

oy
£(12)

Zadanie 1.14.  [matura, maj 2015, zad. 13. (5 pkt)]

Dany jest trojmian kwadratowy f(x) = (m + 1)x> + 2(m — 2)x — m + 4. Wyznacz wszystkie warto-
$ci parametru m, dla ktorych tréjmian f ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste x,, x,, spetniajace
warunek x? — x7 = x{ — xj.

Zadanie 1.15.  [matura, maj 2015, zad. 3 swe. (6 pkt)]

Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktérych rownanie (m? — m)x> —x + 1 =0 ma dwa
cm 1

rézne rozwigzania rzeczywiste x,, x, takie, ze —
x+x, 3 x5 X

Zadanie 1.16.  [matura, czerwiec 2015, zad. 15. (6 pkt)]

o m>+m-6 -
Funkcja fjest okreslona wzorem f (X) = B x? —2(m—2)x + m — 5 dla kazdej liczby
m —_
rzeczywistej x. Wyznacz catkowite warto$ci parametru m, dla ktorych funkcja f przyjmuje war-
to$¢ najwieksza i ma dwa roézne miejsca zerowe o jednakowych znakach.

Zadanie 1.17.  [matura, czerwiec 2015, zad. 1 swe. (6 pkt)]

Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktorych rownanie x> +2(m — D)x + m* +m—1=0
ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste x,, x, takie, ze (x; + x,)(x7 +x3) = x{ + x5.

Zadanie 1.18.  [matura, maj 2016, zad. 12. (6 pkt)]

Dany jest trojmian kwadratowy f(x) = x? + 2(m + 1)x + 6m + 1 . Wyznacz wszystkie rzeczywiste
warto$ci parametru m, dla ktorych ten trgjmian ma dwa rozne pierwiastki x,, x, tego samego
znaku, spetniajagce warunek ]xl —x2\ <3.

17
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Zbidr zadan maturalnych CKE z rozwigzaniami. Poziom rozszerzony. Fragment odpowiedzi

SZKICE ROZWIAZAN

1. Funkcja kwadratowa

Zadanie 1.1. (5 pkt)

Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktorych rownanie x* + mx + 2 = 0 ma dwa rézne
pierwiastki rzeczywiste takie, ze suma ich kwadratow jest wieksza od 2m? — 13.

Rozwigzanie:

A>0

x?+x2>2m*—13

>

Rozwigzanie zadania sprowadza si¢ do rozwigzania uktadu nieréwnosci {

gdzie A jest wyrdznikiem rownania kwadratowego, natomiast x,, x, sa pierwiastkami tego row-
nania.

Zatem

X2+ x2=(x, +x) - 2xx,=m?>—4

{m2—8>0 {m2—8>0 me(—oo;—Z\/E)u(Z\/EHoo)

< f=—
m? —4>2m? —13 m?-9<0 m e (-3;3)

Odp. m e (—3; —2J§) U (2\/5; 3).

Zadanie 1.2. (5 pkt)

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie x> — (m — 4)x + m*> —4m =0
ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste, ktorych suma jest mniejsza od 2m? — 3.
Rozwigzanie:

o . , N o |A>0
Rozwigzanie zadania sprowadza si¢ do rozwigzania uktadu nieréwnosci 3 o
X +Xx, <2m® -3

gdzie A jest wyr6znikiem rownania kwadratowego natomiast x,, x, sa pierwiastkami tego row-
nania.
Zatem
A=(m—4)?—4(m?—4m)=-3m>+8m + 16 X tx,=m-4
3m?+8m+16>0 [3m*-8m-16<0 [(Bm+4)(m—4)<0
& &
m—4<2m® -3 (m+1)(2m? —2m +1) > 0

me(—£;4j
& 3 .

me (—1; +oo)

2m*—m+1>0

Odp. m € (-1, 4).



MATEMATYKA

ZBIOR ZADAN

Z probnych arkuszy mat nralnych

1000 zadan ”OWegl:f

POZIOM PODSTAWOWY

format 205 x 292 mm,




20

Spis tresci

ZADANIA

LiCZbY .
Liczby i wyrazenia algebraiczne ............. ...t

ROWNANIa 1 NIETOWNOSCT « « v v v vt e e et e e et e et e e e e e e e

Geometria analityCzna ... ....... ...t

© © N o bk w DN
@)
=
&
g
9

SEETEOMEIIIA . . . o\ ottt et e e e e e e
10. Prawdopodobienstwo i statystyka ............. ... ... . i
11. Zadania na dowodzZenie .. ... ...... ..t
Odpowiedzi i rozwiazania

LiCZhyY .
Liczby i wyrazenia algebraiczne ................. ...

ROWNania i NIErOWNOSCT . . v v v vttt e et e e

Geometria analityCzna . .. .. ..ottt

© © N o gk~ w DR
Q
o
)
g
At

SEETEOMEIIIA . . . o v o ettt e e et
10. Prawdopodobienstwo i statystyka .. ......... .. . .

11. Zadania na dOWOdZENIC . ... .ottt e

ARKUSZE PROBNE

Arkusz probny nr 1 ..o
ATKUSZ PrODNY NT 2 . o o



ATKUSZ PTrODIY NI 3 . oo 211
ATKUSZ PrODNY N4 Lo 217
ATKUSZ PrODNY NI S .o 223

Odpowiedzi do arkuszy préobnych

Arkusz probny nr 1 ... 229
Arkusz probny nr 2 ... 232
ATKUSZ PrODNY NI 3 L oo 236
ATKUSZ PTrODIY NT 4 . o 240
ATKUSZ PrODNY NI S Lo 243

21



22

Drodzy Maturzysci!

Oddajemy w Wasze rece zbior zadan z probnych arkuszy maturalnych z matematyki na
poziomie podstawowym. Jest on skompilowang wersjg pigciu zestawow probnych arkuszy
maturalnych, wydanych przez Oficyn¢ Pazdro w latach 2015-2019. Zadania sa dostosowane
do obowigzujacej podstawy programowej dla szkot ponadgimnazjalnych.

Zbidr podzielony jest na dwie czgscei:

1. Zadania ulozone tematycznie wedlug gtownych dziatéw podstawy programowe;j
z matematyki oraz dodatkowy dziat poswigcony zadaniom na dowodzenie.

2. Pig¢ nowych, probnych arkuszy maturalnych o narastajacym poziomie trudnosci (kazdy
arkusz zawiera 25 zadan testowych oraz 9 zadan otwartych).

Do wszystkich zadan dotaczylismy odpowiedzi, a do zadan otwartych — pelne rozwiazania.

Rozwiazujac zaproponowane przez nas zadania, bedziecie mieli okazje przypomnie¢ sobie
praktycznie wszystkie wymagania egzaminacyjne oraz zmierzy¢ si¢ z typami zadan, jakie sa
na egzaminie maturalnym. Spotkacie si¢ ponadto z r6znymi zagadnieniami matematycznymi
osadzonymi w r6znych kontekstach sytuacyjnych. Takie podejscie spowoduje, ze nie bedziecie
zaskoczeni zadaniami na egzaminie maturalnym.

Dotozyliémy wszelkich staraf, aby nowe arkusze byty na najwyzszym poziomie merytorycznym.
W zwigzku z tym sg one zréznicowane pod wzgledem trudnosci, sposobow sformutowan
i zapisobw. Dobierajac zadania, czerpaliSmy z naszego wieloletniego do§wiadczenia w nauczaniu
matematyki oraz z pracy w zespotach egzaminacyjnych Okregowej Komisji Egzaminacyjnej
we Wroctawiu. UwzgledniliSmy réwniez najnowsze trendy wynikajace z analiz zadan
proponowanych przez Centralng Komisje Egzaminacyjna od roku 2015.

Zachecamy Was do korzystania z zatgczonego zestawu wzoréw matematycznych podczas
rozwigzywania zebranych zadan.

Jestesmy przekonani, ze samodzielne rozwigzywanie zadan z naszego zbioru przyczyni si¢
do Waszego sukcesu maturalnego.

Autorzy

Do zbioru dotaczono wkiadke z dwoma nowymi préobnymi arkuszami maturalnymi.



Zadania z prébnych arkuszy maturalnych. Poziom podstawowy. Przykladowy fragment

Matematyka. Zbior zadan z probnych arkuszy maturalnych

6. TRYGONOMETRIA

Zadania zamKkniete

6.1. (0—1) Kat « jest rozwarty i cos & = —%. Wtedy

A.sina:@ B.tga:—% C.tga:\/l—S D.sina:—g

6.2. (0—1) Podaj miare kata wypuklego « spetniajacego warunek: 2/6 cos o + 3v/2 = 0.
A. 30° B. 120° C. 60° D. 150°

6.3. (0-1) Jezeli a=135°to
A.sina =cos o B.tga>cos a C.cosa >sina D.tga <cos«

6.4. (0—1) Wartos¢ wyrazenia tg?60° — sin 45°cos 45° — sin 60°tg30° jest réwna

A2 B.3 C.§ D.3—£
2 6

6.5 . (0-1) Jezeli « jest katem ostrym i tg a = %, to
A. a=45° B. a > 45° C.30°<a<45° D.a=30°

6.6. (0—1) Kat « jest rozwarty. Mozliwe warto$ci funkcji trygonometrycznych kata a to

A. sinoe:1 B. sina:1 C. sina=2 D. sina:—l
2 3 1 2
_\/g B 22 cosa=—§ B
cosa=— cosa=——— cosa = ——
2 3 tga =4 2
ta—ﬁ ta——ﬂ ta———3
g 3 g 2 g 3

23
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Trygonometria

6.7. (0—1) W trojkacie prostokatnym cosinus jednego z katéw ostrych jest réwny %

Wynika stad, ze 9
A. sinus tego kata jest réwny 3
B. przeciwprostokatna ma dtugosé 3

C. jedna z przyprostokatnych ma dhugo$é 1
D. jedna z przyprostokatnych jest trzy razy krotsza od przeciwprostokatnej

6.8. (0-1) Rysunek ponizej przedstawia kat « taki, ze Y
tga =-2. Ktory z podanych punktow lezy na potprostej OB? B
A (—g 3) B. (3, 6)

C.(-3,9) D. (,\/5, 2) A

6.9. (0—1) Na koncowym ramieniu kata ¢ lezy punkt P = (-5, 3) (patrz rysunek).

v

5

4

P, 3

2

\ ;

L

a

87654321012 34 5 ¢ X

i N

2

-3

4

Wskaz informacj¢ nieprawdziwa.

A.sina = B.cosoc:—i C.tgoc:—§ D.cosa =
V34 5

5
V34

%‘w
S

6.10. (0-1) Kat « jest katem ostrym oraz ti = %Cosa. Wobec tego
Jo

w

A.sina=— B.sinazg C.sinoc:§ D.sina=—=

-
(83}
~N o

Xy



Zadania z prébnych arkuszy maturalnych. Poziom podstawowy. Fragment odpowiedzi

Matematyka. Zbior zadan z probnych arkuszy maturalnych

6. TRYGONOMETRIA

Odpowiedzi

Nr zadania | 6.1. 6.2. 6.3. 6.4. 6.5. 6.6. 6.7. 6.8. 6.9. | 6.10.

Odpowiedz A D D A C B D A D D

Nr zadania | 6.11. | 6.12. | 6.13. | 6.14. | 6.15. | 6.16. | 6.17. | 6.18. | 6.19. | 6.20.

Odpowiedz C B D B C D A C A B

Nr zadania | 6.21. | 6.22. | 6.23. | 6.24. | 6.25. | 6.26. | 6.27. | 6.28. | 6.29. | 6.30.

Odpowiedz D A A D C B A B Cc A

Nr zadania | 6.31.

Odpowiedz C

Szkice rozwigzan zadan otwartych

6.32. (0-2) okoto 137 m w

Rozwigzanie E\

Z whasnosci trojkata prostokatnego o katach ostrych 30° i 60°

(rysunek obok) mamy |OW| = |OA|\/§ , stad Wieia;iafﬂa
m

3243
=——=108V3
ou - 28 15 | VAN

Podobnie, korzystajac z wtasnos$ci trojkata prostokatnego
o katach ostrych majacych miare 45°, otrzymujemy |OB| = |OW| = 324,

Zatem |AB| =324 — 108\/5, po zaokragleniu do jednos$ci |AB| = 137 (m).

25
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Prébny arkusz. Poziom podstawowy. Przykladowy fragment

Matematyka. Prébne arkusze maturalne. Poziom podstawowy

Arkusz probny nr 1
POZIOM PODSTAWOWY

Zadania zamkniete

Zadanie 1. (0-1)
Warto$¢ wyrazenia (X +y)? —4xy dlax =2 + V2 oraz y= J2 -3 jest rowna
A. 13 B.25 C.23+442 D.1

Zadanie 2. (0-1)
27
Liczba ﬂ jeSt réwna

A 27 B. 3% c. 3 D. 3"

Zadanie 3. (0-1)
Liczba log, 87 - log, 8 jest rowna

A7 B. V7 C.

N | w
o
N |-

Zadanie 4. (0-1)
Pewien towar wskutek gwaltownego wzrostu popytu zdrozat o 250%. Aby przywréci¢ poczat-
kowa ceng towaru nalezaloby teraz obnizy¢ te nowa cene o

A 283% B. 40% C. 60% D. 71%%

Zadanie 5. (0-1)
Ile liczb catkowitych dodatnich spetnia nierdéwnos¢ %(X +3)— % (x—4)<57?

A. 13 B. 12 C.29 D.28

Zadanie 6. (0-1)
Ioczyn wszystkich rozwigzan rownania (X2 — 9)(x* — 8)(x? + 2) = 0 jest rOwny
A. 6 B.-18 C.36 D.0



Prébny arkusz. Poziom podstawowy. Fragment odpowiedzi

Odpowiedzi i szkice rozwiqzan

ODPOWIEDZI I SZKICE ROZWIAZAN

ARKUSZ PROBNY NR 1

Odpowiedzi

Nr zadania 1. 2. 3. 4, 5. 6. 7. 8. 9.

Odpowiedz B B D D A B C B C

Nr zadania | 11. 12. 13. 14. 15. 16. 17. 18. 19.

Odpowiedz D B B B D A A D C

Nr zadania 21. 22. 23. 24. 25.

Odpowiedz C B C D C

Szkice rozwiazan zadan otwartych

Zadanie 26. x € (o0, 0) U (5, +0)
Rozwigzanie

Po rownowaznych przeksztatceniach otrzymujemy kolejno:

2N

2 —4x = X2+ X

X2 —5x>0

=
©
~

X(x—5)>0. 0

Pierwiastkami tréjmianu sg X = 0 oraz X = 5.

b ok
—T =]
~

Zbior rozwigzan nierownosci odczytujemy z wykresu (rysu-

L&

nek obok).

~N O O

Zadanie 27. x e {—\/E,O,JE,G}

Rozwigzanie
Rownanie jest rownowazne alternatywie rownan: x* —4 =0 lub X2 — 6x = 0.
Mamy dalej x* = 4 Iub x(X — 6) = 0.

Rozwigzaniami pierwszego z rownan sg liczby —2 oraz \2 ,a drugiego 01 6.



Matematyka. Prébne arkusze maturalne. Poziom podstawowy

Zadanie 28.
Rozwigzanie
Przeksztalcamy réwnowaznie wyjsciowa nierownosc.

y

. . . X . X
Po wymnozeniu lewej strony otrzymujemy 1 + —+= + 1 >4, czyli —+X >2.
y X X

Z zatozenia x <01y <0, wigc X - y > 0. Oznacza to, ze nasza nierdownos¢ jest rtOwnowazna
nierdwno$ciom x? + y2 > 2xy i dalej x?+ y? — 2xy > 0, (x — y)> > 0.
Z racji tego, ze X # Y, ostatnia nierownos¢ jest prawdziwa.

Zadanie 29.
Rozwigzanie
Poniewaz |AB|:|BC| = 6:8, wigc mozna przyja¢, ze |AB| =3xi[BC|=4x €
dla pewnego x > 0. Zatem z tw. Pitagorasa |AC| = 5x.
Tréjkaty ABC, BDC i DEC sg podobne (z cechy kat-kat).
Zatem
2

[CDI_IBC| 4 oD} 1BEL 16X S
|BC| |AC| |[AC| 5
oraz 5 5
ICE| _|CD]| .
IBC| [AC| "

16

—x-|BC
cepleoiiecl s 16 0 ) g

| AC| 5x 25

Zadanie 30. 8

Rozwigzanie

Wszystkich mozliwosci jest 36. Zdarzenia elementarne, sprzyjajace zdarzeniu A — co najwyzej
jeden raz wypadnie $cianka z liczbg mniejszg od dwa, sg zaznaczone w tabeli

0 1 2 3 4 5
0 X X X Y
1 X X X X
2 X X X X X X
3 X X X X X X
4 X X X X X X
5 X X X X X X

. _ . , 32 8
Jest ich 32, zatem szukane prawdopodobienstwo jest rowne P(A) = % = e

Uwaga: Krotszym sposobem rozwigzania jest rozwazenie zdarzenia przeciwnego do A, ktdre-
mu sprzyjaja tylko 4 zdarzenia elementarne.

28
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Drodzy Maturzysci!

Oddajemy w Wasze rece zbior zadan z probnych arkuszy maturalnych z matematyki na
poziomie rozszerzonym. Jest on skompilowana wersja pigciu zestawow probnych arkuszy
maturalnych, wydanych przez Oficyng Pazdro w latach 2015-2019. Zadania sa dostosowane do
obowigzujacej podstawy programowe;j dla szkot ponadgimnazjalnych.

Zbidr podzielony jest na dwie czgscei:

1. Zadania ulozone w 19 dzialach tematycznych (wedlug glownych dziatéw podstawy
programowej z matematyki).

2. Trzy nowe, prébne arkusze maturalne o narastajagcym poziomie trudnosci.
Do wszystkich zadan dotaczyliémy odpowiedzi, a do zadan otwartych — petne rozwiazania.

Rozwiazujac zaproponowane przez nas zadania, bedziecie mieli okazje przypomnie¢ sobie
praktycznie wszystkie wymagania egzaminacyjne oraz zmierzy¢ si¢ z typami zadan, jakie sa
na egzaminie maturalnym. Spotkacie si¢ ponadto z réznymi zagadnieniami matematycznymi
osadzonymi w réznych kontekstach sytuacyjnych. Takie podejscie spowoduje, ze nie bedziecie
zaskoczeni zadaniami na egzaminie maturalnym.

Zachgcamy Was do zapoznania si¢ z przyktadowymi rozwigzaniami, ale dopiero po wtasnych
probach rozwiazania. Nie zniechgcajcie sig, jezeli w pierwszej chwili nie macie pomystu na
rozwiazanie. Pamigtajcie: przyjdzie taki czas, ze trzeba bedzie pokazaé, co si¢ umie... Zatem
¢wiczcie — ¢wiczenie czyni mistrza.

Dotozylismy wszelkich staran, aby nowe arkusze byty na najwyzszym poziomie merytorycznym.
W zwiagzku z tym sg one zrdznicowane pod wzgledem trudnosci, sposobdw sformutowan i zapisow.
Dobierajac zadania, czerpaliSmy z naszego wieloletniego do§wiadczenia w nauczaniu matematyki.
UwzgledniliSmy réwniez najnowsze trendy wynikajace z analiz zadan proponowanych przez
Centralng Komisj¢ Egzaminacyjng od roku 2015.

Zach¢camy Was do korzystania z zatgczonego zestawu wzoréw matematycznych podczas
rozwigzywania zebranych zadan.

Jestesmy przekonani, ze samodzielne rozwigzywanie zadan z naszego zbioru przyczyni si¢ do
Waszego sukcesu maturalnego.

Autorzy

Do zbioru dotaczono wkiadke z dwoma nowymi prébnymi arkuszami maturalnymi.



Zadania z prébnych arkuszy maturalnych. Poziom rozszerzony. Przyktadowy fragment

Matematyka. Zbior zadan z prébnych arkuszy maturalnych

1. LICZBY

Zadania zamkniete

x* —8x
3x% +6x +12’
A. 45 + 645 B.10 + 645 C.3J/5 D.15+ 25

1.1. (0-1) Wartos¢ wyrazenia dla x = 35 + 2, jest rowna

1.2. (0-1) Liczba 3/5v2 — 7 jest réwna
A1-42 B.\2-1 C.2J2-1 D.1-2V2

2

(V2 +1)3 + (V2 —1)3

1.3. (0-1) Warto$¢ wyrazenia 3 jest rowna
A 243 p, 10v2 14 c.8 p, 10V2+6
25 5
1.4. (0-1) Liczba log @1(5& - 7) jest rowna
A.-3 B.-2 C. l D. l
3 2
. NG 2
1.5. (0-1) Liczba (3@7'%4) jest rowna
A.6 B.4 c. 6 D. 243
1.6. (0-1) Ile z podanych nizej rownosci jest prawdziwych
17 17
1. log| 17 + — | = log17 + log—,
g[ 16) 4 976
49 49
2. log| —-7|=log— —1log7,
g( 5 j g 5 g
1 1 1 1
3. log| =—=|=log= +log="?
9(6 7) g 6 g 7
A0 B. doktadnie jedna C. doktadnie dwie D.3

33



34

Liczby

1 2 3 .
1.7. (0-1) Warto$¢ wyrazenia 2log; 3 + + — nosi
(0-1) Y 9s logs2 log;4  2log, 5v/5 i
A0 B.1 C.log,5 D. 3log,3
1.8. (0-1) Liczba 109224 _ 1002192 ¢ 1 s vna
loges 2  logy, 2
A. -6 B.3 C.-3 D.6

2

1.9.(0-1)Wartos¢ wyrazenia(1,5)° - (2,25)"° - 0,757 : ((—Ejz + [—ljl ~(2%)" - (2

jest rowna
A.-9 B.9 C.-27 D. 27

log3  log2
1.10. (0-1) Warto$cig wyrazenia 3'°9° - 6994 jest liczba

1
A. 32 B. log,18 C. %IogGIS D. 184

1.11. (0-1) O liczbach rzeczywistych dodatnich a, b, x wiadomo, Ze log,x = ai log,x = b

Wtedy log,x jest rowny

A a+b B. = C.ab p.
a+b a+b
PP . 13w . . .
1.12. (0-1) e sposrod liczb: sin120°, COST, log 2, \/6 +42 - \/3 + 22 jest liczbami
niewymiernymi?
Al B.2 C.3 D.4

1.13. (0-1) O liczbach rzeczywistych a, b wiadomo, ze a + b? + 13 = 4a + 6b
Wtedy a + b jest rowne
A. 23 B.5 C.13 D.3

1.14. (0-1) Liczba /2y/2v2 jest rowna

A. 8 B. 46 C.¥s D. 8128



Zadania z prébnych arkuszy maturalnych. Poziom rozszerzony. Fragment odpowiedzi

Matematyka. Zbior zadan z probnych arkuszy maturalnych

ODPOWIEDZI | SZKICE ROZWIAZAN

1. LICZBY
Odpowiedzi
Nrzadania | 1.1. | 1.2, | 13. | 1.4. | 15 | 16. | 1.7. | 1.8. | 1.9. | 1.10.
Odpowiedz D B C A A D D B C A
Nr zadania | 1.11. | 1.12. | 1.13. | 1.14.
Odpowiedz D A B D
1.15. 204 1.16. 333 1.17. Iogxx:g 1.18. 35
y
1.19. B>A
Szkice rozwigzan
1.1.(0-1) D
Rozwigzanie
4_ X(Xx=2)(x*+2x+4 _2) (3V5+2)35
x‘—8x  x(x=2)( ):X(X3 )| ) 154248

3+ 6x+12 3(x +2x+4)

1.2.(0-1) B

Rozwigzanie

352 -7 = ,/(\/5—1)3 ~J2-1
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Prébny arkusz. Poziom rozszerzony. Przykladowy fragment

Matematyka. Prébne arkusze maturalne. Poziom rozszerzony

Arkusz probny nr 1
POZIOM ROZSZERZONY

Zadania zamkniete

Zadanie 1. (0-1)

. log,45 log,5
Liczba 08535 10839 jest rowna
IOng 3 Iogl35 3
A.2 B. log,5 C.1 D. log, 3

Zadanie 2. (0-1)

Liczba L
tg

A. 3

50

—tg75° jest rowna

B. /3 C. 243 D. 23

Zadanie 3. (0-1)
Na rysunku 1. przedstawiono fragment wykresu funkcji y = f(x),

LN <

o

natomiast na rysunku 2. przedstawiono fragment wykresu funkcji y = g (x).

BN <

LN

Wtedy

A 00 =X+ 1] i g0 = x|~ [x~ 1]
C.E)=xI—1] i g0 =[x - |x—1]

B.f() =[x 1] i g0 = x| [x+1|
D.f() =X +1] i g()=Ix|—[x+1]



Arkusz probny nr 1

Zadanie 4. (0-1)

Zdarzenia losowe A i B zawarte w Q sg takie, ze prawdopodobiefistwa warunkowe

P(AIB):% oraz P(B|A):%.Wynika stad, ze

A.P(A)=P(B) B.4P(A)=3P(B)  C.3P(A)=4P(B)  D.P(A)-P(B)=—

Zadania otwarte

Zadanie 5. (0-2)
Dane sg dwa ciagi:
. 4n'+l b= n*-1
" 5n*+n’-n+1 " 7n*+6n-1

Oblicz granice lim (an -b, )
nN—o

Wpisz w ponizsze kratki — od lewej do prawej — kolejno pierwsza, drugg i trzecig cyfre po
przecinku rozwinigcia dziesigtnego otrzymanego wyniku.

L]

Zadanie 6. (0-3)

Wyznacz réwnanie stycznej do hiperboli o rownaniu Yy = Xiz w punkcie P = (3, 5).

Zadanie 7. (0-3)

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b prawdziwa jest nierd6wno$¢
a’+b*+5>ab+a+3b.

Zadanie 8. (0-3)

BC]

Przy oznaczeniu takim jak na rysunku, udowodnij, ze — =c0Sa , gdzie DE jest $rednica
okregu. ‘ E‘
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Prébny arkusz. Poziom rozszerzony. Fragment odpowiedzi

Matematyka. Prébne arkusze maturalne. Poziom rozszerzony

ODPOWIEDZI I SZKICE ROZWIAZAN
DO ARKUSZY PROBNYCH

ARKUSZ NR 1

Odpowiedzi i szkice rozwiazan

Zadanie 1. A.
Rozwigzanie
log,45 log,5 2+log,5 log,5
log,s 3 B log,s; 3 B 1 B 1
1+log,5 3+log,5

= (2 +log,5)(1 + log,5) —log5(3 + log,5) = 2

Zadanie 2. D.

Rozwigzanie

1 ., C0s75° sin75° cos’75°—sin’75° 2cos150° —2sin60°
tg75° sin75° cos75° sin 75°cos 75° sin150° cos60°
= —2tg60° =23

Zadanie 3. C.

Rozwigzanie
f(1)=0=fx) =K1
gD =-1=g0)=x—x—1]

Zadanie 4. B.

Rozwigzanie

P(ANB)

P(A)

= P(ANB)=P(B)

Wik NP

—P(BJA)= = P(ANB)=P(A)

Zatem P (B) =2 P(A)=4P(A) =3P (B)
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Publikacja ,,Matematyka. Twierdzenia i dowody. Zadania z rozwigzaniami
do licedw i technikow” jest zgodna z podstawg programowa MEN, ktora obo-
wigzuje w tych szkotach od wrzesnia 2019 roku (rozporzadzenie MEN z dnia 30
stycznia 2018 roku w sprawie podstawy programowej ksztatcenia ogdlnego dla
liceum ogolnoksztatcacego, technikum oraz branzowej szkoty II stopnia, DzU
2018, poz. 467). ZamiesciliSmy w niej dowody wszystkich twierdzen matema-
tycznych wymienionych w tym rozporzadzeniu. Bardzo czesto dowody poka-
zujemy w kilku wariantach. Mamy nadzieje, ze kazdy uczen odnajdzie sposob
przeprowadzenia dowodu wlasciwy dla siebie i swoich umiejetnosci.

Zachecamy do korzystania z tej ksigzki zarowno ucznidow, jak i nauczycieli, nie-
koniecznie zwigzanych z nowym liceum i technikum. Polecamy ja wszystkim
zainteresowanym matematyka. Dla nauczycieli matematyki czytanie i dogi¢bna
analiza dowodow oraz rozwiazywanie zatagczonych zadan na dowodzenie bedzie
okazja do doskonalenia swojego warsztatu pracy oraz poszerzenia mozliwos$ci
rozwiazywania trudnych zadan. Prezentowany materiat pozwoli uczniom lepiej
zrozumie¢ matematyke i solidniej przygotowac si¢ do studiowania jej na wyz-
szym etapie edukacyjnym.

Podsumowujac, ksigzka ,, Twierdzenia i dowody...” to:

» zestaw najwazniejszych twierdzen matematyki w liceum i technikum wraz
z dowodami,

* mozliwos¢ przesledzenia roznych sposobow dowodzenia twierdzen,
* inspiracja dla ucznia do samodzielnego dowodzenia twierdzen,

* wsparcie metodyczne dla nauczyciela w trudnej sztuce nauczania dowodze-
nia,

* bogate zrodto trudnych i oryginalnych zadan dla ucznia wraz z rozwiazania-
mi,

» znakomity materiat do ksztattowania umiejetnosci rozumowania i myslenia
matematycznego,

» wsparcie realizacji podstawy programowej z matematyki,

* skuteczne przygotowanie uczniéw do egzaminu maturalnego, rowniez od
2023 roku.

Zyczymy naszym Czytelnikom dobrej i tworczej pracy.

Autorzy



Twierdzenia i dowody. Zadania z rozwiazaniami. Przykladowy fragment

1.9. TWIERDZENIE O DWUSIECZNE)

Podstawa programowa
9. Twierdzenie o dwusiecznej:

Jesli prosta CD jest dwusieczng kqta ACB w trojkgcie ABC i punkt D
|AD|  |AC|

lezy na boku AB, to — = —.
|BD| |BC|

Twierdzenie to mozemy zapisa¢ rOwniez w postaci:

Twierdzenie P9.1.

Dwusieczna kata wewnetrznego w trojkacie dzieli przeciwlegly bok na odcinki
proporcjonalnie do bokow przyleglych.
C

y /D B
Przy przyjetych oznaczeniach tre$¢ twierdzenia wyraza proporcja:

|AD| _ |AC|
DB |BC|

43



1.9. Twierdzenie o dwusiecznej

a4

Dowod 1.

o 7

Zaktadamy, ze |AC| = |BC|. W przypadku, gdy |AC|=|BC| tréjkat ABC jest
réwnoramienny, wtedy |AD| = |DB| i teza jest oczywista.

Z punktu A prowadzimy prosta prostopadia do dwusiecznej CD. Prosta ta przeci-
na dwusieczng w punkcie O, natomiast prostag BC w punkcie B’.

Poniewaz w trojkacie AB’C dwusieczna jest prostopadta do podstawy AB’, wigc
trojkat AB’C jest trojkatem rownoramiennym, zatem

|AO| = |0B/| i |AC| = |B'C].

Poprowadzmy jeszcze przez punkt B’ prosta rownolegta do boku AB. Przecina
ona prosta CD w punkcie D’. Trojkaty ADO i B’D’O sg przystajace (kbk), wigc
ID'B{ = |AD|.

Z podobienstwa trojkatow DBC i D’B’C wynika, ze

D'B| |B'C|

IDB| — [BC|’
czyli

|AD| _ |AC]

|DB|  |BC|’

co nalezato wykazac.



Twierdzenia i dowody

Dowad 2.

ﬂ/ T\180° _ﬁ
m D\,

A n B

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Z twierdzenia sinusoéw zastosowanego do trojkatow ADC i DBC wynika, ze
m b

sina sinf

oraz
n a a

sina sin(180°+ 8)  sinf’
Dzielac stronami rownosci
m b n a

= 1 =
sin@  sinf  sina sinf’

otrzymujemy tezg:

b

B

m
n

co konczy dowad.

Dowéd 3.
Oznaczenia takie jak w dowodzie 2.

Poniewaz stosunek pdl trojkatow o rownej wysokosci rowny jest stosunkowi dtu-
gosci ich podstaw, wigc

Paoc _ m
I:>DBC n
Z drugiej strony, mamy:
1 .
—b|CD|sina
Paoc _ 2 | |

b
aﬁ

Posc %a|CD|sina

45



1.9. Twierdzenie o dwusiecznej

46

zatem

co nalezato wykaza¢.

Dowadd 4.

A \D B

Poprowadzmy prosta réwnolegla do dwusiecznej CD przechodzacg przez
punkt B. Prosta ta przecina potprosta AC w punkcie E.

Poniewaz proste CD i BE sa rownolegte, wigc

|<ACD| = & = |£AEB| oraz |DCB| = a = | £CBE]|.
Zatem trojkat BCE jest rOwnoramienny, czyli |BC| = |CE|.
Z twierdzenia Talesa i powyzszej rownos$ci otrzymujemy:

|AD|_|AC|_|AC|
IDB|  |CE| |BC|

co konczy dowdd.

Twierdzenie P9.2.

Jezeli dwusieczna kata zewngtrznego w trojkacie przecina prostg na ktorej lezy
bok przeciwlegly, to odcinki zawarte migdzy punktem przecigcia i koncami tego
boku sg proporcjonalne do przylegtych bokow.



Twierdzenia i dowody. Zadania z rozwigzaniami. Fragment odpowiedzi

2.9. Rozwigzania. Twierdzenie o dwusiecznej

2.9. TWIERDZENIE O DWUSIECZNE)

Zadanie P9.1.

Niech ABC bedzie trojkatem prostokatnym, ktérego kat prosty znajduje si¢
w wierzchotku A. Poprowadzmy dwusieczng BD kata wewnetrznego przy
wierzchotku B, a przez M oznaczmy $rodek przeciwprostokgtnej BC. Nastepnie
poprowadzmy przez punkt M prostg n, prostopadta do BC. Prosta ta przecina

prosta BD w punkcie P.
A

Wykaz, ze
CD| = 2|MP|.

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia na rysunku.

1
1
1
|
|
1

B

Z twierdzenia P9.1 otrzymujemy:

ICD|  |BC]|
[AD]  [AB]
Skad
() leo - [ESLIA0
A

Punkt H jest rzutem prostokatnym punktu D na przeciwprostokatng BC. Zauwaz-
my, ze trojkaty prostokatne BMP i BHD sa podobne, zatem

o IHD] 1P
|BH|  [BM]|
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Twierdzenia i dowody

Zauwazmy tez, ze
a) punkt D jest punktem dwusiecznej, zatem |DH| = |AD|;
b) trojkaty BDHi BDAsaprostokatne (katy proste odpowiedniow wierzchotkach

H i A), maja wspdlng przeciwprostokatng BD oraz rowne katy DBH i ABD,
wiec sa przystajace. Zatem

|BH| = |AB].
. . BC|
¢) zauwazmy dalej, ze |BM| ==
Mozemy teraz proporcje (*) zapisa¢ nastepujaco:
|AD]  |MP|
|AB|  [BC|
2
skad
|AD|-|BC]|
mp| = 12 EH
2-|AB|
czyli
(2) 2|MP| = [AD]- |EC]
|AB|

Poroéwnujac (1) i (2) otrzymujemy teze:
CD| =2 |MP].

Il sposéb
Trojkaty ABD i BMP sa podobne.

|PM| |AD| |PM| |AD| [BC|
Zatem = ,— = — 2|PM| = -|AD|.
[BM| |AB|” [BC| |AB|’ [AB]
2
Wykorzystujac twierdzenie o dwusiecznej otrzymujemy:
BC| |oe|
2|PM| = =21 |aD| = == AD| = DC|.
[AB] DAl
Il sposéb
Z twierdzenia sinusow dla trojkata BCD otrzymujemy:
be] _ __|BC| gdzie a = |£CBD)|
sina sin|£BDC|’ '
Skad

|BC|sina

|IDC| = ——+—— =2|BM|tga = 2|BM|M =2|PM|.
sin(90° + &)

[BM|



Mateusz Wrdbel
Tomasz Szwed

Zbior 270 oryginalnych zadan
Z rozwigzaniami i nie tylko

MATERIAL DLA UCZNIOW
SZKOL SREDNICH [E]

format 165 x 235 mm,
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Zacznij od zrobienia tego, co konieczne; potem zrob to, co mozliwe.
Nagle odkryjesz, ze dokonates niemozliwego.

$w. Franciszek z Asyzu

»Zadania iproblemy matematyczne...” adresujemy przede wszystkim do uczniow
przygotowujacych si¢ do egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie rozszerzo-
nym. Znajdg oni w tym zbiorze blisko 270 oryginalnych zadan i problemoéw matematycz-
nych. Kazde zadanie — problem posiada pelne rozwiazanie i stanowi warto§ciowy mate-
riat do samoksztalcenia oraz poznania réoznorodnych metod i narzedzi matematycznych,
stuzacych efektywnemu rozwigzywaniu zadan.

Ksigzka ta z powodzeniem wzbogaci warsztat pracy kazdego nauczyciela matematyki.
Bedzie réwniez cennym materiatem dydaktycznym dla nauczycieli przygotowujacych
uczniéw do egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie rozszerzonym. Zadania
zawarte w tym zbiorze beda dobrym materialem ¢wiczeniowym na kotka matematycz-
ne i inne zajecia dodatkowe, majace na celu poglebienie kompetencji matematycznych
uczniow.

Zbior sktada si¢ z trzech czgsci:
¢ zadania — ,,startery” (z odpowiedziami),
¢ zadania — problemy (z pelnymi rozwigzaniami),
¢ zadania przeznaczone do samodzielnego rozwigzania.

Aby pomoc uczniowi w zorganizowaniu pracy, zbior podzielono na trzydziesci jednostek
— kazda z nich zawiera dwa startery i pi¢¢ probleméw. Na rozwigzanie zadan zawartych
w jednej jednostce trzeba przeznaczy¢ okoto godziny.

Naturalnymi towarzyszami procesu uczenia si¢ sa: praca, trud, zaangazowanie, zmecze-
nie, niemoc, zniecierpliwienie i popetnianie btedéw. Droga do sukcesu w matematyce nie
jest tatwa i wymaga ciaglego podtrzymywania motywacji. Dlatego tez zdecydowalismy
si¢ na zamieszczenie trzydziestu inspirujacych mysli, zachgcajacych do pokonywania
wszelkiego rodzaju trudnosci.

Uczenie si¢ matematyki nie jest procesem linearnym, dlatego zadania nie sa pouktadane
wedlug dziatow programowych. Niezwykle wazng umiej¢tnoscia maturzysty jest dobor
narzgdzi wlasciwych do postawionego problemu. Aby utatwic¢ orientacje w zawarto$ci
merytorycznej zadan i przypisanie ich do konkretnych dziatow programowych, przygo-
towali$my ponizszy wykaz:

Liczby. Dowody algebraiczne: 1.1, 1.2, 2.1, 2.2, 3.1, 3.6, 3.7, 5.2, 54,6.2,7.1, 7.2, 8.1,
8.2,8.7,9.1,9.2,104,10.5,10.6,17.2, 17.5, 18.2a, 20.4,22.4, 22.5, 22.6, 23.6, 27.1, 29.3.
Zadania do samodzielnego rozwiazania: 2, 13, 14, 26, 32, 40, 44, 45.

Funkcje. Funkcja kwadratowa: 2.6,3.2,3.4,4.2,5.1,5.7, 6.1, 6.3, 6.5, 9.4, 14.6, 15.1,



16.3,18.1, 18.2b, 18.3, 18.4, 19.2, 21.3, 21.6, 21.7, 25.5, 26.2, 28.1, 28.7,29.1, 29.4, 30.2.
Zadania do samodzielnego rozwiazania: 12, 30.

Wielomiany i funkcja wymierna: 4.1, 5.3, 6.7, 10.1, 10.2, 10.7, 11.3, 12.7, 13.1, 13.2,
13.3,13.4,14.1,14.2, 14.4,14.5,14.7, 15.2, 15.3, 16.1, 16.2, 17.7, 28.2.
Zadania do samodzielnego rozwigzania: 47, 49.

Planimetria. Dowody geometryczne: 1.7, 2.3, 2.4, 4.3, 4.4, 4.6, 6.6, 7.4, 9.3, 9.5, 9.6,
11.2,11.5,11.7,12.1,12.4,12.5,12.6,13.6, 13.7, 14.3,15.5,16.7, 17.3, 17.4, 19.3, 19.5,
19.6, 20.5, 20.6, 20.7, 21.5, 22.3, 23.5, 23.7, 24.5, 25.4, 27.7, 28.3.

Zadania do samodzielnego rozwigzania: 1, 10, 17, 38, 42, 48.

Geometria analityczna: 1.3, 1.4, 4.7, 5.6, 7.5, 7.6, 11.4, 16.6, 19.7, 23.3, 23.4, 24 .4,
25.2,25.3,28.5.
Zadania do samodzielnego rozwigzania: 15, 25, 31.

Ciagi liczbowe: 1.5, 2.7, 3.3, 3.5,4.5,9.7, 10.3, 11.6, 12.2, 16.4, 16.5, 19.1, 20.1, 25.6,
25.7,26.3,26.4,26.5,26.6,26.7,27.3,27.4,27.5,29.5.
Zadania do samodzielnego rozwiazania: 11, 41.

Trygonometria: 5.5, 8.6, 11.1, 17.1, 17.6, 29.2, 30.1.
Zadania do samodzielnego rozwigzania: 3, 4, 5, 6,7, 8, 9, 22, 23, 24, 34, 39.

Stereometria: 7.7, 8.3, 8.4, 8.5, 13.5, 15.6, 18.5, 18.6, 18.7,23.2, 24.1, 27.2, 28.4.
Zadania do samodzielnego rozwigzania: 16, 28, 43, 46.

Granice, pochodne, optymalizacja: 7.3, 15.7, 19.4, 20.2, 21.1, 21.2, 22.1, 22.2, 24.6,
24.7,27.6,29.6,29.7,30.3, 30.4, 30.5, 30.6, 30.7.
Zadania do samodzielnego rozwigzania: 18, 19, 21, 33.

Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa: 1.6, 2.5, 6.4, 12.3, 15.4,20.3,21 .4,
22.7,23.1,24.2,25.1,26.1, 28.6.
Zadania do samodzielnego rozwigzania: 20, 27, 29, 35, 36, 37, 50.

Wszystkim Czytelnikom zyczymy wyraznych postgpow w ksztattowaniu kompetencji
matematycznych oraz wynikdw maturalnych na miar¢ marzen, potrzeb edukacyjnych
oraz wlozonej pracy.

Autorzy
Spis tresci

Problemy 1 STAIteTY ....ccueeevieeiieeiieeieeeie et e e e 6

Odpowiedzi 1 TOZWIGZANIA.........c.ccevveeerieeieeeieeereeeaeeseeeseeeeeeereeeaeens 66

Problemy do samodzielnego rozwigzania..............cceeeveeeveeenveenreeenenns 197

ZAdANIA. .....ciiiiiiiiee et e 197

OdPOWIEAZI ...t 205
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Zadania i problemy matematyczne. Przykladowy fragment

1.1. Oblicz:
a) 10— 2421
b) (Js—\/——J3+\/§)2
o (V3-1) —(v3+1)

1.2. Pozbadz si¢ niewymierno$ci z mianownika utamka:

o V1=
RN
) e

|
) Wo—va+i

52
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1 .3.

1 .4.

1 .5.

1 .6.

1.7.

Okrag o, ze $rodkiem lezacym na osi Ox, jest styczny zewngtrznie do
, . 2 2 .. e .

okregu o, o réwnaniu (x —3)” + ( y+ 5) = 25 1jednoczesnie jest styczny

do prostej x + 2\/6)/ -3=0.

Wyznacz réwnanie okregu o,. Rozwaz wszystkie przypadki.

Punkt S lezy na osi Ox 1 jest srodkiem okregu stycznego jednoczesnie do

obu prostych: 4x —3y +21 =0 oraz 3x +4y —28 = 0. Oblicz promien
tego okrggu oraz wyznacz wspotrzedne punktu S. Rozwaz wszystkie przy-
padki.

W tréjwyrazowym ciaggu geometrycznym (a, b,c) wszystkie wyrazy sg
dodatnie. Wyznacz wszystkie warto$ci ilorazu tego ciagu, dla ktérych od-
cinki o dlugosciach a, b, ¢ tworzg trojkat.

Oblicz, ile jest liczb szesciocyfrowych parzystych, ktore zawieraja co naj-
mniej cztery dwojki.

Dhugosci bokow trojkata o obwodzie 30 tworzg ciag arytmetyczny. Naj-
wiekszy kat tego trojkata wynosi 120°. Oblicz pole tego trojkata.

ANWIT1904d
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Oblicz promien okrggu opisanego na trapezie roOwnoramiennym, w kto-
rym najdhuzszy bok ma dtugos¢ 22, a kazdy z trzech pozostatych bokow
ma dhugos¢ 10.

Uzasadnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nie-
rownos¢ 4x(1 +y) — 2(x* +2)°) < 5.

.3

L .sin’ x .
Rozwigz réwnanie o x 61g x w przedziale (0; 27).
X

Rozwigz roéwnanie sin2x — cosx = cos2x + sinx w przedziale <O; 27r>.

Rozwigz réwnanie 73 ©Ccos2x = sin(x + E) - Ccos (x + %) w przedziale

(0;27).

Rozwigz rownanie sin(x - %) * COS (x + %) = sin2x w przedziale
(e 7).

Rozwigz rownanie 5cos2x +4sin x-cos® x +4sinx = —1 w przedziale
(0;27).

Rozwigz rownanie 2sin’x — cos’2x = 1 w przedziale (—a; 7).

Rozwigz rownanie +sin2x - tgx = 3sinx w przedziale <—27t; 2.7t>.

Sin x

VINVYZVIMZOY 093INT3IIZAOWYS 0d AWI190Hd



Zadania i problemy matematyczne. Fragment odpowiedzi

1.1. a) V73 b) 6—2+/7 c) 4/3-14
13 b 5—;/5 b \/E+\iﬁ+\/§ o JZ5+1

61V ., 25 ( 11)2 ,» 25
3. [x——=| +y'==1 —— | +y ===
1.3 (x ) Y =1 ub | x D Y =1

Rozwiazanie

x+2J6y-3=0

Z réwnania okregu o, mamy sérodek (3, —5) i promien dhugosci 5. Srodek
okregu o, ma wspotrzedne (x, 0), bo lezy na osi Ox. Odlegto$¢ punktu
S,= (x, 0) od prostej x + 246 y—3=0 jestrownar,

‘1-x+2\/€-0+(—3)‘ N U:r
P+ (246 5

Z warunku na styczno$¢ zewngtrzng okrggdw mamy:

zatem

8,8,/ =5+1 & J(x=3 +(0+5 =5+1 & (x-3) +25=5+r.
Podstawiamy r = % do réwnania \/(X - 3)2 +25=5+r.

(x-3f+25=5+ =3 |5
5

5J(x—3) +25=25+|x—3

VINVZVIMZOY 11Zd3IM0ddo
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Rozwiazujemy rownanie w przedziatach:
dlax=3

5J(x=3) +25=25+x-3

S5J(x=3) +25=22+x ()
25[ (x -3 +25] = (22+x)’

Z powyZszego rownania mamy X, = % oraz x, = 3.
Jednak dla x = 3 mamy r = 0, wigc odrzucamy x = 3. Zatem S, = (%, 0).
lx - 3| ‘1621 - 3‘ 5
Obliczamy r = = ==,
5 5 12

Majac $rodek S, = (%;0) oraz r = %, otrzymujemy réwnanie okregu

2
(x —ﬂj +yl= 25
12 144

VINVZVIMZOY 11Zd3IM0dado

dlax<3

5J(x=3) +25=25-x+3

5J(x=3) +25=28—x ()

25[(x=3) +25]=(28-x)

Z pOWyZszego rownania mamy x; = % oraz x, = 3.

Jednak dla x = 3 mamy » = 0, wigc odrzucamy x = 3. Zatem S, = (%, O).

11
== _3
|x—3|:‘12 Lj

Obli = .
iczamy r z z 1

Majac $rodek S, = (%;Oj oraz I = %, otrzymujemy réwnanie okregu

2
(x —E) +y? = 25
12 144
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stron 276
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Wstep

Porcja 1. Liczby i dziatania

Porcja 2. Liczby — wtasnosci poteg i logarytméw

Porcja 3. Liczby — wartos¢ bezwzgledna, obliczenia procentowe i btedy przyblizen .......

Porcja 4. Liczby - potegi, pierwiastki i logarytmy

Test samokontrolny nr 1

Porcja 6. Réwnania, nieréwnosci i uktady réwnan liniowych

Porcja 7. Wzory skréconego mnozenia

Porcja 8. Réwnania kwadratowe i wymierne

Porcja 9. Nieréwnosci kwadratowe

Test samokontrolny nr 2

Test samokontrolny nr 3

Porcja 12. Funkcja — podstawowe pojecia

Porcja 13. Funkcja liniowa i jej wiasnosci

Porcja 14. Wtasnosci funkcji kwadratowej

Porcja 15. Rézne postacie funkcji kwadratowej

Porcja 16. Funkcja kwadratowa — podsumowanie

Porcja 17. Hiperbola i funkcja wyktadnicza

Test samokontrolny nr 4

Test samokontrolny nr 5

Porcja 20. Ciag liczbowy. Wprowadzenie do ciggu arytmetycznego

Porcja 21. Ciag arytmetyczny

Porcja 22. Cigg geometryczny

Porcja 23. Trygonometria

Test samokontrolny nr 6

Test samokontrolny nr 7

Porcja 26. Wtasnosci trojkatow i czworokatow

Porcja 27. Pola czworokatéw

Porcja 28. Przekatne i miary katéw wewnetrznych wielokatow

12
17
23
27
32
37
42
47
54
60
65
73
80
88
93
97

103

108

113

118

123

127

133

137

141

147

151



Porcja 29. Katy zwigzane z okregiem

Test samokontrolny nr 8

Test samokontrolny nr 9

Porcja 32. Réwnanie prostej, rbwnolegtosc i prostopadtosc
Porcja 33. Geometria analityczna - odlegtosci i srodek odcinka. Symetrie ........ccccconneeeeee.

Test samokontrolny nr 10

Test samokontrolny nr 11

Test samokontrolny nr 12

Porcja 37. Szescian. Liczba wierzchotkéw, $cian i krawedzi réznych wielosciandw ...........

Porcja 38. Graniastostupy i ostrostupy

Porcja 39. Figury obrotowe

Test samokontrolny nr 13

Porcja 41. Elementy statystyki

Porcja 42. Kombinatoryka

Porcja 43. Rachunek prawdopodobienstwa

Porcja 44. Rachunek prawdopodobienstwa — ¢wiczenia utrwalajgce ......vveeerverneeenens

Test samokontrolny nr 14

Test samokontrolny nr 15

Test samokontrolny nr 16

Test samokontrolny nr 17

Test samokontrolny nr 18

Test samokontrolny nr 19

Test samokontrolny nr 20

155
163
167
173
182
190
196
202
207
211
215
219
224
229
233
237
242
248
253
258
262
267
272
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Nie ma znaczenia, jak duze robisz postepy — wazne, Ze si¢ nie poddajesz.

Konfucjusz

Drogie Uczennice, Drodzy Uczniowie!

Na przygotowanie Gruntownych powtdrek przedmaturalnych poswiecilismy blisko dwa lata naszej
pracy. StaraliSmy si¢ przygotowaé zadania o wysokich walorach edukacyjnych. Cato$¢ materiatu
podzielilismy na pigédziesigt jeden ,,porcji” — trzydzieSci jeden merytorycznych i dwadziescia
samokontrolnych. Chcemy, aby tak uporzadkowany materiat utatwit Wam doglebne powtarzanie oraz
zastosowanie zdobytych kompetencji w réznorodnym kontekscie.

Zbior ten polecamy szczegélnie tym, ktdrzy chea przyzwoicie zda¢ egzamin maturalny na poziomie
podstawowym, wedtug tzw. nowej formuty (od 2015 r.).

Zalezy nam na Waszych postgpach. Zestawy zadan maja na celu przypomnienie, uporzadkowanie
iutrwalenie wczesniej nabytych przez Was umiejg¢tnosci. Odpowiednio dobrane ,,porcje” zadan utatwiaja
powtarzanie poszerzajace 1 poglebiajace (nauczycie si¢ wigcej 1 lepiej to zrozumiecie).

Stawiamy na réznorodnos¢ i nieprzewidywalnos¢ zadan. Niektore zadania sg bardzo nietypowe, jednak
wigkszos$¢ z nich powstata na bazie oryginalnych zadan maturalnych Centralnej Komisji Egzaminacyjnej.
Odpowiedzi do zadan, dostgpne po kazdej ,,porcji”, utatwia samokontrolg. Przygotowane i pogrupowane
zadania nie wyczerpuja wszystkich wymagan zapisanych w aktualnej podstawie programowe;j
z matematyki, ale $wiadome i samodzielne ich rozwigzywanie daje solidne podstawy do rozwigzywania
zadan trudniejszych.

Nasza publikacja jest przygotowana w formacie sprzyjajacym uczeniu si¢, czyli w A4. Zachgcamy
Was do notowania, pisania, podkreslania, rozwiazywania zadan na marginesie, wolnych przestrzeniach
miedzy zadaniami oraz zakratkowanych miejscach.

Czytajcie cele kazdej porcji i sprobujcie si¢ z nimi utozsamié, traktujac je jak swoje. Po kazdej ,,porcji”
merytorycznej postarajcie si¢ odpowiedzie¢ na pytanie kluczowe, dokonajcie tez krotkiej samooceny.

Zachecamy Was do $wiadomego zaangazowania si¢ w proces uczenia si¢ matematyki.
Zyczymy Wam powodzenia!
Autorzy
Oznaczenia:
a zadanie testowe
Ib zadanie na dowodzenie

v’ Potencjalni odbiorcy: Uczniowie, ktorzy cheg przyzwoicie zdaé obowigzkowy egzamin maturalny
z matematyki na poziomie podstawowym, mimo ze matematyka nie jest, poki co, ich pasja.

v' Kiedy korzysta¢ z tego zbioru? W pracy indywidualnej, podczas lekcji powtdrzeniowych,
na ro6znych zajeciach dodatkowych.



Gruntowne powtorki przedmaturalne. Przykladowy fragment

Ciag geometryczny

Zestaw wybranych wzoréw matematycznych - strona 3.
Miejsce w podstawie programowej: IV.5.2 - 4.

c Przypomne sobie i utrwale podstawowe wilasnosci ciaggu geo-
e metrycznego.

Pierwszy wyraz ciagu geometrycznego jest rowny 3, a drugi jest rowny —6. Oblicz szdsty wyraz
tego ciagu.

Dany jest trzywyrazowy ciag geometryczny (36, 12, m + 5). Oblicz m.

Wyznacz X, jesli wiadomo, ze ciag (10, 20, 2x + 1) jest trzywyrazowym ciggiem geometrycz-

‘ :

Dany jest cigg geometryczny (X, 3x2, 9x3, 27) o wyrazach dodatnich. Oblicz X.

W ciagu geometrycznym (@, ) dane sa: a, = 16 i a3 = 256. Oblicz a, — a;.

Dany jest trzywyrazowy ciag geometryczny (3a — 5, 26, 39). Oblicz a.
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Matematyka. Zakres podstawowy. Porcja 22.

Dany jest niemonotoniczny ciag geometryczny (2m, -5, 6p + 1, —125). Oblicz m-p.

Migdzy liczby 3 i 18 wstaw dwie liczby dodatnie tak, aby trzy pierwsze tworzyty ciag geome-
tryczny, a trzy ostatnie ciag arytmetyczny.

Dany jest cigg geometryczny 1, 3, 9, X, y, ... Oblicz warto§¢ roznicy X — y.

W ciggu geometrycznym o ilorazie calkowitym dane sa trzy kolejne wyrazy: 3x — 2, X — 10, 8x.
Wyznacz X.

Oblicz sume dwudziestu kolejnych wyrazow ciggu geometrycznego 5', 52, 53, ...

W ciggu geometrycznym (a,) dane sg: a, =4 ia, = 12. Oblicz a,,.

Co ma wspdlnego ciag geometryczny z geometria?

Po dzisiejszej powtorce umiem: Zaznacz + / -
1. Wyznaczy¢ kolejne wyrazy ciggu geometrycznego.
2. Zastosowac wzor na n-ty wyraz cigqgu geometrycznego.
3. Uzy¢ w zadaniu wzoru na sume n kolejnych wyrazéw
ciggu geometrycznego. ‘
4. Wykorzystac wtasnos¢ trzech kolejnych wyrazéw
ciqgu geometrycznego.

SAMOOCENA
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Gruntowne powtorki przedmaturalne. Przykladowy fragment

Test samokontrolny nr 6

n

Siédmym wyrazem ciggu okreslonego wzorem ogdlnym a, =(-1)" -2" jest:

~14 B. 128 C 128 D. 14

Dany jest ciag okreslony wzorem ogélnym a, = (—\/5) . (n2 - 16). Pigtym wyrazem tego ciagu
jest:

Al 813 B 93 C 273 D! 813

Dany jest ciag arytmetyczny, ktorego pierwszym wyrazem jest 2, za$ réznicg jest » = 5. Sidd-
mym wyrazem tego ciggu jest zatem:

A. 10 B. 70 C 32 D. 37

Dany jest ciag arytmetyczny, w ktorym a,, =23 i a, =5. Roznica tego ciagu i wyrazem dzie-
sigtym sa odpowiednio:

7. 3. 2. 3.
ER 2 e g 37 B 1

Pierwszym wyrazem ciggu arytmetycznego jest 2, za$ szostym jest 17. Rdznica tego ciggu jest
zatem:

5 7
A 3 lg C 15 lE

. . O . .1
Ile jest wyrazow migdzy wyrazami 9 i — ciagu geometrycznego o ilorazie —?

A 3 B. 4 s B 6

TEST




Gruntowne powtdrki przedmaturalne

Odpowiedzi

Wyznacz n z rbwnania

2x/§+220x/§n=77\/§
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Wstep

Chcc pomoc maturzystom w dobrym przygotowaniu do matury, opracowaliemy
ksit;ké, ktéra udatwi powtdrzenie i utrwalenie ca®ego materia®u nauczania mate-
matyki obowilzujlcego na egzaminie na poziomie podstawowym.

Ka¢dy z dwunastu rozdzia*6w otwiera krotkie przypomnienie wiadomoeci teo-
retycznych. Po nim nastépuj zadania o takiej strukturze, jak zadania na maturze. St
zatem zadania testowe jednokrotnej odpowiedzi, pdYniej zadania za 2 punkty, czyli
zadania krotkiej odpowiedzi. Werdd nich wagn? rolé odgrywajt zadania na dowo-
dzenie. Ka¢dy rozdzia3 koficz zadania rozszerzonej odpowiedzi. St to zadania za 4,
5 lub 6 punktow.

Do zadaf podaliemy odpowiedzi, a do trudniejszych —w tym do zadafi na dowo-
dzenie — wskazdéwki. Zachécamy jednak do samodzielnego rozwilzywania zadafi
i do niezracania sié poczttkowymi kopotami. Ze wskazowek radzimy korzystaz do-
piero wtedy, gdy wszelkie proby samodzielnego rozwilzania zadania zakoficz* sié
niepowodzeniem. Warto zawsze pamiétag, ;e mog* istniez inne sposoby rozwilzania
zadania ni¢ sugerowane we wskazowce.

Wszystkim maturzystom ;yczymy sukceséw na maturze z matematyki!

Autorzy

SPIS TRESCI
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Powtorka przed matura. Przykladowy fragment

Zbiory liczbowe. Wartos¢ bezwzgledna.
Przyblizenia

Przypomnienie

Liczby i zbiory liczbowe

Zbior liczb naturalnych: N={0, 1, 2,3,4,5,6,7,8,9, 10,11, ..}

Liczb® pierwsz® nazywamy ka;d?* liczbé naturaln® » wiéksz* od 1, ktérej jedy-
nymi dzielnikami st 1 oraz n.

Liczb z30;0nt nazywamy kagdt liczbé naturaln® wiékszt od 1, ktéra nie jest
liczb® pierwsz?.

Zbior liczb calkowitych: C={0,1,-1,2,-2,3,-3,4,-4,5,-5,6,-6,7,-7, ...}

Liczb® parzyst® nazywamy ka¢d* liczbé calkowitt podzieln® przez 2; liczb nie-
parzyst® nazywamy ka¢d? liczbé ca3kowit® niepodzieln® przez 2.

Uwaga: Liczba 0O jest liczb® parzyst?.
Liczb® wymiernt nazywamy liczbé, ktdrt mo¢na zapisaz w postaci L gdziep, g
q

st liczbami caskowitymi i g jest ro¢ne od 0. Pozosta®e liczby nazywamy liczbami
niewymiernymi.

Liczbami wymiernymi s uamki dziesiétne skoficzone i usamki dziesiétne nie-
skoficzone okresowe. U3amki dziesiétne nieskoficzone nieokresowe s* liczbami
niewymiernymi.

Wszystkie liczby wymierne i wszystkie liczby niewymierne tworz* zbior liczb
rzeczywistych, ktéry oznaczamy liter® R.

Liczb® przeciwn? do liczby a nazywamy liczbé —a. Suma liczby « i liczby do niej
przeciwnej jest rowna zeru.

a+(-a)=0
Odwrotnoecit liczby a ré;nej od zera nazywamy liczbé 1. lloczyn liczby a
i odwrotnocci tej liczby jest rowny 1. ¢

a'lzl
a
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Powtdrka przed matura

Procent, promil
Jeden procent liczby x to 0,01 liczby x, czyli 1%x = 0,01x.

Jeden promil liczby x to 0,001 liczby x, czyli 1%ox = 0,001x.

Wartoez bezwzglédna

Wartoecit bezwzglédn?t liczby rzeczywistej x nazywamy té sam? liczbé x, jeeli
x >0 albo liczbé —x, jeeli x < 0.
x, jeeli x>0
|x|= .
—x, jeeli x<0

Odleg®oez na osi liczbowej miédzy liczbami a oraz b jest rowna |a — b|.

B3édy przyblizsenia

B3édem bezwzglédnym przybli;enia nazywamy wartoez bezwzglédn?® ré;nicy
miédzy wartoeci® dok3adn?® () a wartoecit przybli¢ont (p), czyli |r — p|.

|7 = pl

B3&dem wzglédnym przybli;enia nazywamy liczbé rown , gdzie |r - p|

jest b3édem bezwzglédnym przyblicenia, zae || wartoecit bezwzglédnt wielkogci
rzeczywistej r = 0.

B3&dem procentowym przybli;enia nazywamy b31d wzglédny wyrasony w pro-

=Pl 100%.
|7]

centach, czyli

Zadania testowe

1. lle jest liczb pierwszych nale;1cych do przedziadu (-2; 6)?
A. dziewiég B. siedem C. piéa D. trzy

2. lle jest liczb naturalnych parzystych spe®niajicych nierdwnoez a < 7?

A. st tylko trzy takie liczby B. st tylko cztery takie liczby
C. jest tylko piéz takich liczb D. jest szeez takich liczb



Powtdrka przed matura

Zadania krotkiej odpowiedzi

1. Kagdy uczeii klasy 3a chodzi na zajécia dodatkowe z matematyki lub z fizyki.
Na zajécia z matematyki uczészcza 23 ucznidw, a na zajécia z fizyki — 14 uczniow.
Na jedne i drugie zajécia chodzi 8 ucznidw. Ilu ucznidw liczy klasa 3a?

2. Liczbé 3,25 zaokriglij do czéeci dziesiétnych. Oblicz b31d bezwzglédny i b%id
wzglédny takiego przybli¢enia.

3. Dany jest prostokt o bokach dugoeci +/3 i 2+/3.

a) Oblicz pole tego prostokta.

b) Oblicz b3td wzglédny, gdy obliczajic pole prostokta, zaokriglisz /3 do czéeci
dziesiétnych.

4. Przyblicenie z nadmiarem liczby x jest réwne 26,19, a b31d bezwzglédny tego
przybliienia jest rowny 2,91. Oblicz b3td procentowy tego przybli¢enia.

5. Liczbé 3,2 przyblicono z niedomiarem. Wiedzxc, ;e b3td wzglédny tego przy-
bli¢enia jest rowny 116 oblicz b31d bezwzglédny.

6. Dany jest prostokt o bokach d3ugoeci a i b. D3ugoez ka¢dego boku zmniejszono
0 20%. Oblicz, o ile procent zmalady pole oraz obwdd tego prostok*ta.

7. W klasie jest 16 dziewcz1t i 18 chopcow.

a) O ile procent liczba ch3opcow jest wiéksza od liczby dziewcz1t?
b) O ile procent liczba dziewczt jest mniejsza od liczby ch3opcow?

8. Cené poczitkow?! pewnego towaru podwy¢szono dwukrotnie: najpierw o 20%,
a nastépnie o 30%. O ile procent cena koficowa tego towaru jest wy¢sza od ceny
poczitkowej?

9. W klasie 3b 62,5% uczniéw stanowil dziewczéta, a 20% dziewcz1t z tej klasy
trenuje siatkowké. lle procent uczniow klasy 3b stanowit dziewczéta trenujice
siatkowké?

10. Cena pewnego towaru wraz z 7-procentowym podatkiem VAT jest réwna
7169 z8. O ile z%otych wzros®aby cena tego towaru, gdyby podatek VAT na ten towar
zosta® podniesiony do 22%?

11. Przedstaw liczbé 2,3(7) + 0,(7) w postaci ulamka zwyk3ego nieskracalnego.
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Powtdrka przed matura

Zadania rozszerzonej odpowiedzi

1. (4 pkt) Wyznacz wszystkie wartoeci n, n € N, dla ktérych uamek 272”0 jest mniej-

szy od 1 i ma rozwiniécie dziesiétne skoficzone.

2a—1=a+4

2. (4 pkt) Liczba a spe3nia warunek , liczba b spe®nia warunek

-1

e =b +3. Wyka,, /e suma kwadratow liczb a i b jest liczb® pierwsz1.
_l’_

3. (4 pkt) Dane st zbiory:

A — zbior liczb naturalnych dwucyfrowych mniejszych od 50, ktére przy dzieleniu
przez 7 dajt reszté 3;

B —zbior liczb naturalnych dwucyfrowych mniejszych od 50 i podzielnych przez 5.
Wyznacz zbiory: A B,ANB,A-B,B—A.

4. (4 pkt) lloczyn liczb naturalnych a, b jest rowny 12. Wyznacz wszystkie pary
(a, b), wiedzic, ie liczba a jest liczb® z30.0n?.

5. (6 pkt) Suma dwach liczb naturalnych dodatnich jest réwna 252, a ich najwiékszy
wspolny dzielnik jest rowny 21. Wyznacz te liczby.

6. (4 pkt) Przedzia3 K sk3ada sié z liczb rzeczywistych na osi liczbowej, ktérych od-
leg®oez od liczby 1,5 jest nie wiéksza ni¢, 6. Przedzia® L powsta® przez przesuniécie
przedziadu K wzd3ug, osi o trzy jednostki w kierunku dodatnim.

a) Wyznacz przedzialy Ki L.

b) Wyznacz wszystkie liczby naturalne nale;*ce jednoczeenie do przedziadu K i L.

7. (5 pkt) Wyznacz takie wartoeci m, m e R, dla ktérych przedziady 4 = (-5, 2m + 1)
i B=(4m -5, 15) st zbiorami niepustymi i jednoczeenie st roz31czne.

8. (4 pkt) Zbi6r 4 jest zbiorem rozwilzafi nierdwnoeci [x — 1| > 20~/3.

a) Wyznacz wszystkie liczby naturalne podzielne przez 6, ktore nie nale¢* do zbioru A.
b) Wyka;, ¢e liczba/49-11+49-16 nale;y do zbioru A.

9. (5 pkt) Cenakilograma jab3ek jest dwukrotnie wy¢sza od ceny kilograma bananéw.

a) Jeeli cena jab3ek zmaleje 0 10%, zar bananéw wzroenie o 32%, to o ile procent
wiécej ni¢ obecnie trzeba bédzie zap3aciz za 3 kg jab%ek i 2 kg bananéw?

b) Jecli cena jab%k zmaleje 0 10%, to o ile procent powinna wzrosnlz cena bana-
now, aby za 3 kg jab%ek i 2 kg bananéw zap3aciz tyle, co przed zmian® cen?
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Analiza matematyczna. Przykladowy fragment

.............................................................................................................................................................

4.2. Interpretacja geometryczna catki oznaczonej

Udowodnimy teraz pewne twierdzenie, ktére pozwoli nam na interpretacje geo-
metryczng catki oznaczone;.

Niech bedzie dana funkcja £, okre$lona w przedziale <a, b>, ciggla i nieujemna
w tym przedziale. Dla X € (a, b> oznaczmy przez P(x) pole figury ADCB (nazy-
wanej trapezem krzywoliniowym):

Av

EN [~
S
J
=
=y

Zachodzi nastepujace

]'41 TWIERDZENIE 3 . (Newtona - Leibniza)

Funkcja P jest funkcjg pierwotng funkcji f' w przedziale (a, b).

WezZmy najpierw dowolne X, € <a, b>, a nastepnie dowolng liczbe 4 # 0, dla
ktorej x, +h € (a, b).

Ay
y =A%) G
4 |
|
: N E ‘
M ‘
| |
N =t |
| g o
|
'D C F .
0 a Xy x,th b X

Zauwazmy, ze liczba |P(x0 a4 h) = P(xo )| wyraza pole Sy, figury BCFE.
Jezeli bowiem £ > 0, to pole figury BCFE wyraza roznica P(x0 + h) - P(x, ),
jeslizas h <0, to pole odpowiedniej figury wyraza réznica P(x,) — P(x, + h).
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Tak wigc liczby: h oraz P(x0 + h) - P(xo) sg albo obie dodatnie, albo obie
ujemne, zatem ich iloraz jest zawsze dodatni. Otrzymujemy stad, wykorzy-
stujac twierdzenie o wartosci bezwzglednej ilorazu, ze:

|P(x0 aF h) = P(x0)| _ P(x0 + h) — P(x0)| _ P(x0 + h)— P(xo)'

O || h | h

Oznaczmy teraz przez m i M odpowiednio: najmniejszg i najwigkszg wartos$é
funkcji f'w przedziale domknigtym, ktorego koncami sa x, oraz x, + 4 (na
mocy twierdzenia Weierstrassa mamy pewnos¢, ze funkcja osigga te wartosci
w tym przedziale, gdyz jest w nim ciagta).

Zauwazmy, ze zachodzi nastgpujaca nierdwnos¢ dla pol S i, Spere Scren
odpowiednio figur CFKL, BCFE i CFEN:

SCFKL = SBCFE = SCFEN'
Ale S., = m-|h| i S,y =M -|h|, zatem mamy:
m || <|P(x, + 1) = P(x,)| < M- |i.
Dzielgc ostatnig nierdwnos¢ stronami przez ||, otrzymujemy:
|P(x0 + h) - P(xO )|
m =<
1|
Po uwzglednieniu rownosci (1) mamy:
|P(x0 + h) - P(x0 )|
m= 7

=M.

=M.

P(x, +h)=P(x)

h
otrzymujemy, ze istnieje w przedziale domknigtym o koncach x, oraz x, +
taki punkt ¢, dla ktoérego

P(xo + h)_P(xo)
fle) = h :
Zauwazmy, ze jezeli h = 0, to ¢ = x, (poniewaz przedziat o koficach x, oraz
x,+ h staje si¢ coraz krotszy, a wiec ¢ lezy coraz blizej x,). Stad, na mocy ciag-
tosci funkcji £, wynika, ze f (c) = f (XO) Otrzymujemy zatem
lim f (c) = (%,).

Natomiast na podstawie wniosku ze str. 81. (przy A=

2

Natomiast jezeli 42 = 0, to iloraz r6znicowy
do P'(x,).

dazy

P(xo +h)—P(x0)
h
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0 a )

>
X
Zauwazmy (sprobuj to uzasadnic), ze wtedy

P=[r()d— e = [[£(x) = g()]ds.

a wigc ,
(%) P=[[f(x)-g(x)]dx.
PRIYKELAD 4.

Obliczmy pole P obszaru ograniczonego
. y=x(x-Dx-2)
wykresem funkcji -

f(x)=x"—3x" +2x,

. . . 1
osig OX i prostymi x =—1 oraz x = >
Uwzgledniajac, ze

fG)=x(x=1(x-2)

mozemy naszkicowa¢ wykres tej funkcji:
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Ksigzka jest przeznaczona gltéwnie dla maturzystow, aby mogli jeszcze lepiej
przygotowac sie do egzaminu. Powstala na podstawie wieloletniego doswiad-
czenia Autora — nauczyciela matematyki i egzaminatora.

Zawiera ona wiele cennych porad i wskazéwek (wraz z przyktadami ich za-
stosowania), ktore kazdy maturzysta powinien zna¢ i umie¢ zastosowac,
a ktérych na prézno szuka¢ w tzw. tablicach maturalnych, czyli ,Wybranych
wzorach matematycznych” opracowanych przez Centralng Komisje Egzami-
nacyjng. Wskazowki podzielone sg tematycznie, aby fatwiej bylo znalez¢é po-
trzebng porade i przykiad.
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6 Porady i wskazowki, ktérych nie ma w tablicach maturalnych

I. Liczby rzeczywiste, zbiory, wyrazenia algebraiczne

WSKAZOWKA 1.
Bardzo wazny wzor z wykorzystaniem wartosci bezwzglednej: VaZ =

Wzoru tego nie wolno myli¢ ze wzorem: (\/E)

Przyklad 1.
Rozwigz rownanie: x2 — 9 = 0.
Rozwigzanie:
x?2=9=0
x%2 =9 pierwiastkujemy stronami (obie strony s3 nieujemne)
Vi =5
|x] =3
x € {-3,3}.

Przyklad 2.
Upro$é wyrazenie: v 7 — 4+/3.

Rozwigzanie:

V7 — 43 /2 V3) = [2-v3|=2-V3

Wyjasnienie, jak ,,zobaczy¢” wzor skroconego mnozenia:
7 — 43 = a? — 2ab + b* = (a — b)?
2ab=4V3 i a?+b2=7

ab=2V3 = a=2 b=+3

|x].

Sprawdzamy, czy a = 2, b = /3 spehiaja rownanie: a® + b? = 7. Okazuje si¢, ze

spelniaja. Zatem 7 — 4+4/3 = (2 - \/5)2.

Przyklad 3.
Rozwiaz rownanie: Vx + 1 = 3.
Rozwigzanie:

Vx+1=3

D:x+1>0>x€(—1,+x)

Vx + 1 = 3 podnosimy obustronnie do kwadratu (obie strony sg nieujemne)

(EFT) =3

x+1=9

x=8ix €(—1,+x)
Zatem x = 8.

79



80

Liczby rzeczywiste, zbiory, wyrazenia algebraiczne 7

WSKAZOWKA 2.
Wiemy, ze odejmowanie nie jest przemienne, ale gdy odejmowanie jest podniesione do
kwadratu lub gdy jest w wartoéci bezwzglgdnej, to jest przemienne.

(a—b)?=(>b-a)

la —b| = |b—q|
Czgsto spotykamy si¢ rowniez z podniesieniem do kwadratu wyrazenia typu: (— a-— b)z.
Ktory wzoér skroconego mnozenia zastosowac? Oto wskazowka:

(—a—b)2 = (a + b)?

Przyklad 1.
(x—2)% _
@-x?

Przyklad 2.

x=9
=9l _ 4
[9—x|

Przyklad 3.
(-x—3)" = [~(x +3)]? = (x + 3)?

WSKAZOWKA 3.
Btad bezwzgledny i wzgledny.
Oznaczmy:

r — wielko$¢ rzeczywista,

p — wielkos¢ przyblizona.
Blad bezwzgledny: BB = |r — p|
Blad wzgledny: BW = [r=pl

7l

Blad wzgledny procentowy: BW% = % -100%

Przyklad 1.

Rzeczywista wysoko$¢ drzewa wynosi 5,6 m. Jacek oszacowal wysoko$¢ drzewa
iotrzymal wynik 5,4 m. Oblicz btad bezwzgledny, blad wzgledny oraz blad wzgledny
procentowy pomiaru Jacka.

Rozwigzanie:

Oznaczmy:
r=5,6m
p=54m

BB =|r—p|=156—-54=02m
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|7 15,6] '

BW% _u 100% =

|56 54|

-100% = 0,0357 - 100% = 3,57%.

Przyklad 2.

Wyznacz liczbe x jezeli wiadomo, ze przyblizenie z nadmiarem tej liczby wynosi 15,2,
a btad wzgledny tego przyblizenia jest rowny 0,02.

Rozwigzanie:

Oznaczmy:
r=x
=152
BW =0,02
Podstawiamy do wzoru:
0,02 = lx— 152| /- 1x|
[0,02x| = |x —15,2]
Korzystamy z wlasnosci wartosci bezwzglednej: jesli |a| = |b|,to a = b lub a = —b.

0,02x =x—152 Iub 0,02x = —x+ 15,2
x=1551 lub x =149
Poniewaz przyblizenie byto z nadmiarem, to szukana liczba x = 14,9.

WSKAZOWKA 4.
Nieréwnosci z warto$cig bezwzgledna:
la + b| < lal| + |b|
la —b| < |a| + |b|
|lal = [b]| < la + bl
|lal = [b]| < la - bl

WSKAZOWKA 5.
Zaleznosci miedzy $rednimi w matematyce (nierownos¢ Cauchy’ego):
Dla dowolnych liczb dodatnich a4, a,, ..., a,, zachodza nieréwnosci:

af+ai+-+a} _a;tay+-ta, _ n
P = Jai-az..cay = 1 1 1
n n
— + —+- + —
az an
Srednia kwadratowa > $rednia arytmetyczna = $rednia geometryczna > srednla harmoniczna
(rownos¢ zachodzi wtedy, gdy ay = a, = ... = a,)

Przyklad 1.
Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nierowno$¢
8abc < (a+b)(b+c)(c + a).
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Rozwigzanie:
Korzystamy z zalezno$ci miedzy srednig arytmetyczng a $rednig geometryczng dla kazdej
pary liczb:

vab < asz
Vhe < 2*
Vac <=5
Mnozymy nieréwnosci przez 2:
2vab <a+b
2Vbc < b +c
2Vac<a+c
Mnozymy nierdwnosci stronami:
8vatb?c? < (a+b)(b+c)(c+a)
Liczby a, b, ¢ sa dodatnie, zatem
8abc < (a+Db)(b+c)(c + a).

Przyklad 2.
Suma dlugosci wszystkich krawedzi prostopadtoscianu  wynosi  24. Wyznacz
prostopadtoscian (dtugosci jego krawedzi) o najwigkszej objetosci.
Rozwigzanie:
Niech a, b, ¢ beda dlugosciami krawedzi prostopadioscianu, za$ przez V' oznaczmy jego
objetos¢. Mamy zatem:
4(a+b+c)=24
a+b+c=6
Wiemy, ze V = abc
Wykorzystajmy teraz zalezno$¢ miedzy $rednig arytmetyczng a $rednig geometryczng:

3 a+b+c
abc < ——

a+b+c>3
3

V<<a+b+c)3_<6)3_8
= 3 ~\3/

Rowno$¢ ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy a = b = ¢ = 2. Zatem najwigksza objetos¢

ach(

sposrdod prostopadto$cianow z zadania ma szeScian o krawedzi dtugosci 2.

WSKAZOWKA 6.

Srednia predkosé¢ — jak jg obliczac?

Uwaga: Nie mozna liczy¢ $redniej predkosci ze $redniej arytmetyczne;j.
Srednia predkosé to stosunek catej drogi do facznego czasu jej przebycia.
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Matematyka. Kompendium maturalne. Zakres podstawowy
Matematyka. Kompendium maturalne. Zakres rozszerzony

Obie ksigzki s3 uporzadkowane wedlug poszczegélnych wymagan podstawy pro-
gramowej.

Na poczatku kazdego rozdzialu s3 wymienione wszystkie hasta podstawy progra-
mowej matematyki w gimnazjum i w szkole ponadgimnazjalnej — zaréwno w zakre-
sie podstawowym (P), jak i w zakresie rozszerzonym (R). Przypomniane s3 najwaz-
niejsze tresci, ktére powinny by¢ powtdérzone przed matura.

W ksigzce do zakresu podstawowego tresci z zakresu rozszerzonego sa wydruko-
wane szarg czcionka, bo cho¢ nie obowiazuja, to moga by¢ przydatne. Zadania w tej
ksigzce nie wykraczaja poza zakres podstawowy.

Do kazdego wymagania z podstawy programowej sg zaproponowane przykltado-
we zadania wraz z pelng sugestig rozwigzania i odpowiedzig. Jest to obszerny prze-
glad roznych technik i sposobéw radzenia sobie z zadaniami, niektére z nich nie sg
powszechnie stosowane, ale moga okazac¢ si¢ przydatne.

Pokazujemy tu fragment spisu tresci ksigzki do zakresu rozszerzonego. Spis tre-
sci ksigzki do zakresu podstawowego rézni sie jedynie tym, Ze nie wystepuja w nim
podrozdzialy z literg R.

Dziwi¢ moze kolejno$¢ przedstawionych tresci. Hasta z zakresu rozszerzonego
przeplatajg sie z hastami z zakresu podstawowego, niezgodnie z numeracja przyjeta
w podstawie. Ta kolejno$¢ nie jest przypadkowa. Wynika z logicznego nastepstwa
poruszanej problematyki. Wyrdznienie zakresu podstawowego kolorem zielonym
i zakresu rozszerzonego kolorem niebieskim moze pomdc w znalezieniu konkretne-
go zagadnienia.

Kazdy rozdzial zamykajg zadania do samodzielnego rozwigzania ,Czy juz
umiesz?” (w ksigzkach odpowiedzi do nich s3 na koncu). W tym wypadku zadania
na poziomie podstawowym powtarzajg si¢ dostownie w ksigzce do zakresu rozsze-
rzonego, a po nich jest zestaw zadan na poziomie rozszerzonym.

Czes$¢ podrozdzialéw oznaczonych literg P (np. P3.2., P3.3.) powtarza sie w obu
ksigzkach dostownie, inne (np. P3.5.) - w wersji do zakresu rozszerzonego - s3 uzu-
petnione zadaniami, ktérych rozwigzanie w zakresie podstawowym byloby zbyt
skomplikowane lub wrecz niemozliwe.

Do obu ksigzek dotagczamy wybdr wzoréw matematycznych przydatnych na ma-
turze oraz do rozwigzywania zadan zawartych w Kompendiach.
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R2.5. Wyznaczanie dziedziny prostego wyrazenia wymiernego z jedng zmien-
ng, w ktéorym w mianowniku wystepuja tylko wyrazenia dajace si¢ fatwo
sprowadzi¢ do iloczynu wielomianéw liniowych i kwadratowych

R2.6. Dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie wyrazen wymiernych;
rozszerzanie i skracanie (w fatwych przykladach) wyrazen wymiernych

Czy juz umiesz?

3. ROWNANIA | NIEROWNOSCI

Teoria

Rozgrzewka 3.

P3.1. Sprawdzanie, czy dana liczba rzeczywista jest rozwigzaniem réwnania
lub nieréwnosci

P3.2. Wykorzystywanie interpretacji geometrycznej ukladu réwnan pierw-
szego stopnia z dwiema niewiadomymi

P3.3. Rozwigzywanie nieréwnosci pierwszego stopnia z jedng niewiadoma

P3.4. Rozwigzywanie rownan kwadratowych z jedng niewiadoma

P3.5. Rozwigzywanie nieréwnosci kwadratowych z jedng niewiadoma

R3.1. Stosowanie wzoréw Viéte'a

R3.2. Rozwigzywanie réwnan i nieréwnosci liniowych i kwadratowych z pa-

rametrem

R3.3. Rozwigzywanie ukladéw réwnan, prowadzacych do réwnan kwadrato-
wych

P3.6. Korzystanie z definicji pierwiastka do rozwigzywania réwnan typu
X =-8

P3.7. Korzystanie z wlasnosci iloczynu przy rozwigzywaniu réwnan typu
x(x+1)(x-7)=0

R3.4. Stosowanie twierdzenia o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwu-
mian x - a

R3.5. Stosowanie twierdzenia o pierwiastkach wymiernych wielomianu
o wspolczynnikach calkowitych

R3.6. Rozwigzywanie rownan wielomianowych dajacych si¢ fatwo sprowa-
dzi¢ do réwnan kwadratowych

R3.7. Rozwigzywanie latwych nieréwnosci wielomianowych

P3.8. Rozwigzywanie prostych réwnan wymiernych prowadzacych do réw-

+1 +1
nan liniowych lub kwadratowych, np. AR S P
x+3 x
1
R3.8. Rozwigzywanie prostych nieréwnosci wymiernych typu: 3 > 2,
X+

x+3 < 2x 3x—2<1—3x
x*—16 x’—4x 4x-7 5-4x
R3.9. Rozwigzywanie réwnan i nieréwnosci z warto$cia bezwzgledna, o po-
ziomie trudno$ci nie wyzszym niz: ||x + 1| - 2| =3, |x + 3| + [x - 5| > 12
Czy juz umiesz?
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3 [J) ROWNANIA | NIEROWNOSCI

Do egzaminu na poziomie podstawowym z materiatu realizowanego w gimnazjum
powinienes pamietag, jak:

1.

zapisywac zwigzki miedzy wielko$ciami za pomocg réwnania pierwszego stopnia
z jedng niewiadoma, w tym zwigzki miedzy wielko$ciami wprost proporcjonal-
nymi i odwrotnie proporcjonalnymi;

sprawdzac, czy dana liczba spelnia rdwnanie stopnia pierwszego z jedng niewia-
doma;

rozwigzywac réwnania stopnia pierwszego z jedng niewiadoma;

zapisywac zwigzki miedzy nieznanymi wielko$ciami za pomoca uktadu dwoch
réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi;

sprawdzac, czy dana para liczb spelnia uklad dwdch réwnan stopnia pierwszego
z dwiema niewiadomymi;

rozwigzywac uklady réwnan stopnia pierwszego z dwiema niewiadomymi;

za pomocg réwnan lub ukladéw réwnan opisywac i rozwiazywaé zadania osa-
dzone w kontekscie praktycznym.

Do egzaminu na poziomie podstawowym powiniene$ umiec to, co po gimnazjum,

a takze:

1. sprawdza¢, czy dana liczba rzeczywista jest rozwigzaniem réwnania lub nieréw-
nosci;

2. wykorzystywac interpretacje geometryczng ukladu réwnan pierwszego stopnia
z dwiema niewiadomymi;

3. rozwigzywac nieréwnosci pierwszego stopnia z jedng niewiadoma;

4. rozwigzywa¢ réwnania kwadratowe z jedng niewiadoma;

5. rozwigzywa¢ nieréwnoséci kwadratowe z jedng niewiadoma;

6. korzysta¢ z definicji pierwiastka do rozwiazywania réwnan typu x* = -8;

7. korzysta¢ z wlasnosci iloczynu przy rozwigzywaniu réwnan typu x(x + 1)(x - 7) = 0;

8. rozwigzywac proste rownania wymierne prowadzace do réwnan liniowych lub

+1 +1
kwadratowych, np. a =2, s =2x.
x+3 X

Do egzaminu na poziomie rozszerzonym powinienes spetnia¢c wymagania okreslo-
ne dla poziomu podstawowego, a ponadto umiec:

1.
2.
3.

stosowac¢ wzory Vietea;
rozwigzywa¢ réwnania i nierdwnosci liniowe oraz kwadratowe z parametrem;
rozwigzywa¢ uktady réwnan, prowadzace do réwnan kwadratowych;
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TEORIA

Réwnaniem liniowym z jedna niewiadoma x nazywamy réwnanie ax + b = 0, gdzie
a i b sg liczbami rzeczywistymi.

Réwnanie liniowe ax + b = 0, w ktérym a # 0, nazywamy rownaniem pierwszego
stopnia z jedna niewiadoma.

Nieréwnoscia pierwszego stopnia z jedna niewiadoma x nazywamy kazdg z nie-
réwnosci: ax + b > 0,ax+ b <0,ax + b <0, ax + b >0, gdzie a i b s3 liczbami rze-
czywistymi oraz a # 0. Dwie pierwsze nierdwnosci nazywamy ostrymi, dwie ostatnie
- nieostrymi.

Rozwigzaniem réwnania (nieréwnosci) z jedng niewiadoma jest kazda liczba, ktéra
podstawiona w miejsce niewiadomej daje réwnos¢ (nieréwnos¢) prawdziwg. Roz-
wigzanie rownania nazywamy tez pierwiastkiem tego rownania.

Rozwigzanie réwnania (nierdéwnosci) oznacza znalezienie wszystkich rozwigzan tego
rownania (nieréwnosci).

Zbiér utworzony ze wszystkich rozwigzan réwnania lub nieréwnosci nazywamy
zbiorem rozwigzan tego réwnania (nieréwnosci). Rownania (nieréwnosci) nazywa-
my réownowaznymi, gdy majg ten sam zbior rozwigzan.

Rozwigzywanie réwnan liniowych

Metoda analizy =~ Przeksztalcamy réwnanie wyjsciowe tak, ze kazda liczba spelniaja-
starozytnych ca to rdwnanie spelnia réwnanie przeksztatcone (wynikowe).
Obydwa réwnania, wyjsciowe i wynikowe, moga nie by¢ réwno-
wazne.
Wirod pierwiastkéw rownania wynikowego, poza pierwiastkami
réwnania wyjsciowego, moga znalez¢ sie pierwiastki obce (liczby,
ktore nie spelniaja rownania wyjsciowego, cho¢ spelniaja réwna-
nie wynikowe).
Po zastosowaniu tej metody trzeba sprawdzi¢ otrzymane pier-
wiastki i wyeliminowa¢ pierwiastki obce.
Metoda rownann ~ Tak przeksztalcamy dane réwnanie, by otrzyma¢ réwnanie
réwnowaznych mu réwnowazne (majace ten sam zbior rozwigzan).

Metoda graficzna  Rysujemy wykres rownania i z wykresu odczytujemy rozwia-
zanie. Metoda prowadzi do uzyskania rozwigzan przyblizo-
nych.
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Réwnanie pierwszego stopnia tozsamoS$ciowe sprzeczne
Warunki a#0 a=0ib=0 a=0ib#0
. nieskonczenie wiele
Liczba . b s
o jedno [x = —— (wszystkie liczby zero
rozwigzan a .
rzeczywiste)
Y Y Y
Interpretacja
geometryczna . . b
AR TR TR
a
Rozwigzywanie nieréwnosci liniowych
. s ierwszego . -
Nieréwnos¢ P <8 tozsamos$ciowa sprzeczna
stopnia
mocna (ostra) . .
a#0 a=01b>0 a=01b<0
ax+b>0
staba (nieostra : .
( ) a#0 a=0ib20 a=01ib<0
ax+b>0

Zbior rozwigzan nierownosci liniowej pierwszego stopnia

a>0
Y

V ‘

ax+b>0 < xe(—é,ooj
a

ax+b>0

a

ax+b<0 & xe(—oo,—éj

ax+b>0

a<0
Y

ax+b>0 < xe(—oo,—

ax+b <0

X
‘ %

Q|

J

o xe(-Lo]

Q|

Réwnania pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi
Roéwnanie Ax + By + C = 0, w ktérym A, B, C oznaczajg liczby takie, ze A% + B*>> 0,
za$ x i y s3 zmiennymi, nazywamy réwnaniem pierwszego stopnia z dwiema nie-

wiadomymi x i y.

Wykresem réwnania Ax + By + C = 0, gdzie A?+ B* > 0, jest linia prosta.
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_— ROZGRZEWKA 3.

1. Rozwigz réwnania:
a) 3x+5=0
b) 4x—-1=2x+3
o) V2x-2=0
d) 3(2x-5)=2(2x +4)
e) 2—a=5-3a
f) —25x+4=-1

1 3
g) E(X—S)— 1(5—390

h) 2 __x

NCEENT)

) 2x+7:1
5

. x—-2 4

j) 6 3

k) 5-[(8x+3)—18x] =9x
) (Bx—2)2+2x-12=4+9x%
m) (6x+2)>=09x-1)4x+1)

2. Rozwigz rownania:
a) x(x—2)=0
b) (x+3)(x—2)=0
¢ -3(x+5)(x-7)=0
d) 5x(x+3)
e) x*=0
f) x*?-4=0
g x*—-5x+4=0
h) 2x*—11x—-15=0
i) —x?>+3x+180=0
i) x*+5x=0
k) x*+5x+6=0
) x*-25=0
m) 2x*+10x=0
n) 0,2x*-x=-1,2
0) x¥*+10x+25=0
p) ¥*+4x+4=0
qQ 4x*+4x+1=0
r) 2x(x+2)=0

3. Rozwigz rownania:

a) x*=8
b) x*=-8
1
c) xX*=-—
) 8
d) x*=-0,001
1
e) 2x°=—
) 4

f) (x+2)(x-3)(x-1)=0
g) x(x-4)(x+1)=0

h) (X?-4)(x*+1)=0

i) (X*+27)(x*-27)=0

i) (27x°-8)(x*+6x+9)=0

4. Rozwigz réwnania:
2) 3x -1 _

x+2
3x-3
2x-2
7x—14
- -

0

0

b)

c) 0

—
o
x

+

d)

e)

R Glw v |w”

& Slx wie

_ 2x+3
4 3

x—2 5x-14
2 x+2

f)

g

5. Rozwigz nieréwnosci:
2x =3 x+2
J’_

a) <1
8 4
2+ -3
b) 3x X >1

¢) x<0.2x+1,6
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(ZY JUZ UMIESZ?
POZIOM PODSTAWOWY

3.1.

3.2

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

Rozwigzaniem réwnania ax + 4(x - 2) = 16 jest liczba x = 4. Wspolczynnik a
jest réwny:
A.-2; B. 4; C.2; D.O.

Ktory z ponizszych ukladéw réwnan mozna otrzymac po przeksztalceniu

. L |3x—y=5
uktadu rownan: ?
2x =3y =1
=3x—-5 =3x-5
A. ) B. 7
2x —9x—-15=1 2x —9x+15=1
=5-3x =5-3x
C. 7 D. )
2x+15-9x =1 2x —15+9x =1
Ile liczb pierwszych jest rozwigzaniem nieréwnosci: (x + 2)? < (x — 3)? + 25?
A 1; B. 2; C. 3 D. nieskonczenie wiele.

Liczby: (-3), (-2), 2, 3 s3 rozwigzaniami réwnania:
A (2 +4)(x-3)(x+3)=0; B. (x*-4)(x>*+9)(x-3)=0;
C.(x*-4)(x+3)%(x-3)=0; D. (x* - 9)(x* +4)(x + 3) = 0.

Wybierz réwnanie, ktére nie ma rozwigzan:
A5x2+19=0; B.5x2+19x=0; C.5x2-19=0; D.5x*-19x=0.

2x _3x+2

Dane sg trzy rownania: x(x*+4)(x-1) =0, ,x>=-8.Liczba

2 jest rozwigzaniem: x-1 3x
A. tylko jednego réwnania; B. wszystkich réwnan;
C. dwoéch réownan; D. zadnego z réwnan.

Pewna liczba cukierkéw zostata podzielona miedzy dwoje dzieci. Dostaly po
15 cukierkow. Ile cukierkéw dostaloby kazde dziecko, gdyby te sama liczbe
cukierkéw nalezato podzieli¢ migdzy 6 dzieci?

A. 45; B. 5; C. 3 D. 10.

Majster wykonuje jeden detal w ciagu 7 minut, a jego uczen potrzebuje na to
10 minut. Pracujac razem, wykonali 102 detale. Ile detali wykonal majster,
aile jego uczen?

A. uczen 28, majster 74; B. uczen 32, majster 70;

C. uczen 40, majster 62; D. uczen 42, majster 60.
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Przed maturg. Zadania z rozwigzaniami. Fragment 1.

5. Funkcje

94

5.3. Funkcja kwadratowa

5.3.1. Narysuj wykres funkcji y = x>+ 3x - 4.

5.3.2. Naszkicuj wykres funkcji y = 0,5(x - 3)* - 4,5 i odczytaj z wykresu wartosci
argumentow, dla ktérych funkcja przyjmuje wartoéci ujemne.

5.3.3. Napisz wzor funkcji kwadratowej y = ax* + 6, wiedzac, ze do jej wykresu nalezy
punkt:
a) A=(-2,26); b) A =(2,-22); c)A=(-1,5) d) A =(3,33).

5.3.4. Napisz wzor funkcji kwadratowej y = —3x> + bx, wiedzac, ze do jej wykresu
nalezy punkt:
a)A=(-2,-16); Db)A=(1,1); ) A=(2,-14); d) A =(-3,-18).

5.3.5. Dla jakich x wykres funkcji y = x*~5x + 8 przecina prosta y = 22

5.3.6. Mniejsza z dwoch liczb, ktdre s3 miejscami zerowymi funkcji f(x) = x> + 9x + 20,
jest liczba:
A. -4 B. 4 C. -5; D.5.

5.3.7 Dana jest funkcja f(x) = 2x* - 4x - 50. Dla jakich x funkcja przyjmuje wartoé¢
-207

5.3.8. Wyznacz wszystkie wartosci x, dla ktorych funkcja f(x) = —2x> + 5x + 12 przyj-
muje wartosci dodatnie.

5.3.9. Wykorzystaj wykres funkgji y = (x - 2)(x + 3) do >
ustalenia zbioru wartosci funkeji. .

5.3.10. Narysuj wykres funkcji o wzorze y = 0,5(x + 3).

5.3.11. Wyznacz wzér funkcji y = 3x> + bx, aby do jej wykresu nalezal punkt
A=(1,-2).
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5.3.12. Wyznacz wzér funkcji y = ax® + bx, aby do jej wykresu nalezaly punkty
A=(-2,42)iB=(3,12).

5.3.13. Wyznacz wspétczynnik ¢ tréjmianu y = x>~ 11x + ¢, aby liczba 7 byta miej-
scem zerowym tej funkcji.

5.3.14. Funkcja y = ax* + bx + ¢ przyjmuje wartosci dodatnie tylko w przedziale
(-5, 3). Najwieksza wartoscig funkcji w tym przedziale jest y = 16. Znajdz wzor tej
funkgji.

5.3.15. Znajdz wzér funkcji kwadratowej, ktorej
wykres przedstawiono na rysunku.

—_ 0 W b

0 2 3 4 7 X

- / \

5.3.16. Dwusktadnikowy roztwér zawiera x% roztworu o stezeniu 16%. Pozostalg
cze$¢ stanowi roztwor o stezeniu (x + 5)%. Zapisz funkcje opisujaca zaleznos¢ steze-
nia s roztworu dwuskladnikowego od x.

5.3.17. Przedstaw pole prostokata o obwodzie 68 jako funkcje dtugosci jednego
z bokdéw prostokata.

5.3.18. Z siatki o dtugosci 60 m nalezy wykona¢ ogrodzenie dwéch rabat — pro-
stokatnej, ktorej dtugos¢ jest dwa razy wigksza od szerokosci, i kwadratowej. Zapisz
funkcje przedstawiajaca sume pol kwadratu i prostokata w zaleznosci od dlugosci
boku kwadratu.

5.3.19. Hania z Tomkiem rzucali do siebie pitka. 74 4

Pilka, lecac, pokonywala droge o ksztalcie parabo-

li. Znajdz funkcje opisujaca tor pitki, jesli odlegtos¢

miedzy Hanig a Tomkiem wynosita 4,2 m, a mak-

symalna wysokos$¢ h = 2,7 m. (Hania i Tomek sa / \

tego samego wzrostu.) /‘ / \ o
B R

4

(=

>4

5.3.20. Znajdz wzér funkcji kwadratowej, ktérej wykres jest symetryczny do wykre-
su funkgeji y = —21x* + 13x + 48 wzgledem osi OX.
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Przed maturg. Zadania z rozwigzaniami. Fragment 2.

5. Funkcje
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Wskazowki. Rozwigzania. Odpowiedzi

5.3.1. Wyznacz wspolrzedne wierzchotka paraboli i wspot-
rzedne punktéw przecigcia wykresu funkeji z osiami uktadu
wspotrzednych. A = 25, wiec funkcja ma dwa miejsca zero-
we: x, = -4, x, = 1. Wspolrzedne wierzchotka paraboli to
x,=p=-15y =q=-6,25 Punkt przeci¢cia z osig OY ma
wspotrzedne (0, —4). Zaznacz te punkty w ukladzie wspol-
rzednych i naszkicuj parabole. Pamietaj, ze wspdlczynnik
przy wyrazie x* jest dodatni (a = 1), wiec ramiona paraboli
skierowane sg ku gorze.

5.3.2. Funkgja jest zapisana w postaci kanonicznej, z kto- Y /
rej tatwo odczytasz wspolrzedne wierzchotka paraboli | L
W = (3, —4,5). Wspolczynnik a = 0,5, wiec ramiona pa- -1 Q123 455kX
raboli sg skierowane w gore. Wartos$¢ rzednej wierzchotka 42

paraboli jest ujemna (q = —4,5), wigc wierzcholek ten znaj- -3

duje sie ponizej osi OX. Oznacza to, ze funkcja musi mie¢ T4

miejsca zerowe. Aby je wyznaczy¢, mozesz przeksztalcic

wzér funkeji do postaci ogdlnej, wykonujac zaznaczone dziatania.

Pamietaj o kolejnosci dziatan. y = 0,5x* - 3x. Aby wyznaczy¢ miejsca zerowe, wystar-
czy wylaczy¢ czynnik, np. (0,5x), przed nawias. Otrzymasz wtedy funkcje w postaci
iloczynowej y = 0,5x(x - 6), z ktorej tatwo wyznaczysz x, = 0 i x, = 6. Sporzadz wy-
kres i odczytaj z niego wartoéci argumentdw, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci
ujemne.

Odpowiedz: 0 < x < 6.

5.3.3. Podstaw do wzoru y = ax® + 6 za x pierwsza wspdlrzedng punktu A, a za
y - druga.

a) A=(-2,26) b) A=(2,-22) c) A=(-1,5) d) A=(3,33)
26=4a+6 -22=4a+6 5=a+6 33=9a+6
a=>5 a=-7 a=-1 a=3

5.3.4 Podstaw do wzoru y = —3x* + bx za x pierwszg wspélrzedna punktu A, a za
y - druga.

a) A=(-2,-16) b) A=(1,1) ¢) A=(2,-14) d) A=(-3,-18)
16=-3(-2)?=2b 1=-3+b  -14=-3.2242b  —-18=-3(=3)23b

5.3.5. Rozwigz réwnanie: x> - 5x + 8 = 2. Po uporzadkowaniu réwnanie powinno
przyja¢ postaé: x’ - 5x+6 =0. A=1,x =2,x,=3.
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Matematyka. Zadania powtorkowe przed matura. Zakres podstawowy
Matematyka. Zadania powtorkowe przed maturg. Zakres rozszerzony

Obie ksigzki sg podzielone na rozdziaty tematyczne.

Kazdy rozdzial sktada si¢ z podobnych czesci:

e powtorzenie — wstep teoretyczny,

e zadania zamkniete,

e zadania otwarte krétkiej odpowiedzi,

e zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi.

Na koncu ksigzek znajduja si¢ odpowiedzi i wskazéwki do zadan.

Ksigzka do zakresu rozszerzonego zawiera bardziej rozbudowang czes¢ teore-
tyczng, nieco powigkszony zasob zadan zamknietych i znacznie wiecej zadan otwar-
tych, krotkiej odpowiedzi i rozszerzonej odpowiedzi, niektére z nich s3 powtérzone
albo dostownie, albo w wersji zmodyfikowanej. Odpowiedzi i wskazdwki sg obfitsze,
mozna w nich znalez¢ cenne sugestie dotyczace rozumowania matematycznego.

Przedstawiamy tu spis tresci i fragmenty ksigzki do zakresu rozszerzonego -
zadania zamknigte, zadania wymagajace kodowania, zadania otwarte i odpowiedzi
(w zakresie podstawowym nie ma 10. rozdzialu ,Rachunek rézniczkowy”).

Do obu ksiazek dofaczamy wyboér wzoréw matematycznych przydatnych na ma-
turze oraz do rozwigzywania zadan w tych zbiorach.

Spis tresci

AT ] (=3 o2 4
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2 Algebra ... 24
3.FUNKGIe .. 31
4.CHagl ..o 61
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Zadania powtorkowe — zakres rozszerzony. Fragment

5. Geometria
na ptaszczyznie

Powtorzenie

5.1. Podstawowe definicje i fakty

Twierdzenie Pitagorasa

Jezeli tréjkat o bokach dlugosci a, b i ¢ jest prostokatny, przy czym bok a jest pro-
stopadly do boku b, to a* + b* = ¢%

Twierdzenie odwrotne

Jezeli w trojkacie o bokach a, b i ¢ zachodzi réwno$¢ a* + b* = ¢?, to tréjkat jest
prostokatny, a bokami prostopadlymi sg boki a i b.

Wysokos¢ trojkata prostokatnego opuszczona na przeciwprostokatna dzieli jg na
odcinki, ktorych jest srednig geometryczng.

Figury geometryczne wypukte i wkleste

Figura geometryczna jest wypukla, gdy wraz z dowolnymi dwoma jej punktami A
i B nalezg do niej rowniez wszystkie punkty odcinka AB.

Figury wypukte Figury niewypukte

[ O GO
Yo O
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Matematyka. Zadania powtérkowe przed matura. Zakres rozszerzony

Katy wypukle Katy wkleste

O S|

Katy wierzcholkowe, przylegle, katy utworzone przez pare prostych i trzecia
nieréownolegla do nich (sieczna) - odpowiadajace (np. @, i @;), jednostronne
wewnetrzne (np. §, i @;), jednostronne zewnetrzne (np. f, i @,), naprzemianle-
gle wewnetrzne (np. §, i 8,), naprzemianlegle zewnetrzne (np. @, ia,)

Katy wierzchotkowe sg réwne:

a,=ay P =P,

Katy przylegle sumuja si¢ do 180°:

a, +p,=180°%«, + 3, = 180°,

a,+p,=180°%a, + 3, = 180°.

Jesli proste k i I s3 rownolegte, to
» katy odpowiadajace, katy naprzemianlegte wewnetrzne,

L naprzemianlegle zewnetrzne, s3 réwne (@, =a, =a;=a,

m iB=B,=Bs=P.:
a katy jednostronne wewnetrzne, jednostronne ze-

wnetrzne sumujg sie do 180° (3, + a, = 180°, @, + §, = 180°, a, + 3, = 180°,
B, +a,=180°).
Jest tez na odwrdt: Jesli katy odpowiadajace sg rowne lub katy naprzemianlegte sa
réwne lub katy jednostronne wewnetrzne badz zewnetrzne sumuja si¢ do 180°, to
proste k i [ s3 rownolegte.

Jesli ar, + 35 = 180°, to proste k i I sg réwnolegle.

Jesli ramiona jednego kata sg prostopadie do ramion drugiego kata, to te katy albo
sa rowne, albo sumuja si¢ do 180°.

Katy w wielokacie

\ Katy wewnetrzne

\ Katy zewnetrzne

Yo,

W dowolnym wielokacie wypuklym suma katéw zewnetrznych (po jednym przy

kazdym wierzchotku) jest réwna 360°.
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5. Geometria na ptaszczyznie

Zadania otwarte krotkiej odpowiedzi

1. Kazde ramie trapezu, w ktory mozna wpisa¢ okrag ma dlugosé¢ 5, a podstawa ma

1]
LU

diugos¢ 8. Znajdz pole tego trapezu, wynik zakodu;.

2. Znajdz dlugosci x, y, z. Zakoduj te liczby.

A\
“

3. Znajdz nieznang dlugos¢ x boku tréjkata prostokatnego.

a) b) c)
x 43 * 32 X 15
11 42 112
d) e) f)
V159 5 50 . 12 .
X 48 45

4. Jeden bok trojkgta ma dlugos¢ 14, a wysokos¢ opuszczona na niego ma dtugo$¢ 12.
Drugi bok tréjkata ma dlugos¢ 15. Jaka jest dlugos¢ trzeciego boku?

5. Trzy wysokosci tréjkata sa rowne 156, 65 i 60.
a) Jaki to trojkat? b) Oblicz pole tego trojkata.

6. Punkt D jest $rodkiem odcinka AB, a punkt E jest srodkiem odcinka AC. Odcinki
BE i CD przecinajg sie w punkcie F. Zobacz na rysunku. |BF| = 4, |DF| = 3.
Oblicz x = |EF| i y =|CF|.
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Zadania powtorkowe — zakres rozszerzony. Fragment odpowiedzi

Matematyka. Zadania powtérkowe przed matura. Zakres rozszerzony

b) Pierwsza taka liczbg jest 101, a ostatnig 297. Wzdr na ciag tych liczb to

101 + 297
a,=7n+94,a, =101, a,y = 297. Suma to T -29=199-29 =5771.

8

3 —
€)22,222222, )3 +3'+..+37= T =

3280

5. Geometria na ptaszczyznie

Zadania zamkniete

1.

2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. | 10. | 11.

C C C D D C B B D B C

Zadania otwarte kroétkiej odpowiedzi

N AR w» Db

10.

11

12.
13.
14.

2]o]
[112] ]

a)13, b)5v2, o113, d)12, e)14, )8
13

a) prostokatny, b) 5070

x=2,y=6

1

4

a) x = 2@ . b) Naprzyklad: r =36, R=25iwtedy a = 11, b = 60, c = 61.
¢)R+r=13,R-r=5,skad R=9,r=4.
d) Obie musza by¢ kwadratowe, wzglednie pierwsze, a jedna z nich musi by¢

parzysta.

a) \/E, b) x = g
a)92°, b)7° «¢)37° d)22° e)l60° f)42°

.a=0p+y
2) 90°, b) 443, ©) 83
x=12,y=12
Zlota proporcja oznacza, ze stosunek wiekszej czesci do mniejszej jest taki sam
|DC| |AC]|
jak catosci do wigkszej czesci, czyli =—.
|AD| |DC]|

a)y =36° b) <ABD = 36°
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Wstep

W rozwigzywaniu réwnan, nieréwnosci i uktadéw réwnan potrzeba znajomosci
réznych metod, m.in. podstawienia zmiennej pomocniczej. Jest to zwykle wielkie
ulatwienie w rozwigzaniu zadania, czasem wrecz jedyna skuteczna metoda. Jednak
uzycie nowej zmiennej czesto wymaga tez wprowadzenia odpowiednich zalozen lub
dodatkowych warunkéw, w szczegdlnosci w zadaniach z parametrem i wartoscig
bezwzgledna. Proponuje blizej sie przyjrze¢ tej metodzie i zobaczy¢, w jak wielu roz-
nych sytuacjach bywa skuteczna, a takze jak ja poprawnie stosowac.

W kazdym rozdziale umieszczone s3 zadania o réznym stopniu trudnosci.
Poszczegdlne szczeble zostaly tak oznaczone:

[D pierwszy stopien wtajemniczenia,
@ drugi stopien wtajemniczenia,
@ trzeci (najtrudniejszy) stopien wtajemniczenia.

Zbior zawiera 105 zadan z pelnymi rozwigzaniami oraz 98 zadan do samodziel-
nego rozwigzania; te ostatnie umieszczone sa na koncu poszczegélnych rozdziatow.
Aby moc sie zmierzy¢ z zebranymi tu zadaniami, trzeba — naturalnie - mie¢ pewna
elementarng wiedze na temat réwnan, nierdwnosci i uktadéw réwnan.

Ksiazka przyda si¢ uczniom przygotowujacym si¢ do egzaminu maturalnego lub
do startu w konkursach matematycznych.

Od wielu lat prowadze dodatkowe zajecia z matematyki i tego typu zadania czgsto
rozwigzuje z uczniami. Niniejszy zbiér napisalem na podstawie wieloletniego do-
$wiadczenia, jestem przekonany, Ze moze si¢ przyda¢ nauczycielom w pracy na lek-
cjach czy kotkach.

Warto zauwazy¢, ze metoda podstawiania jest jedng z wazniejszych metod przy
obliczaniu catek i rozwigzywaniu réwnan rézniczkowych. Opanowanie tej metody
ulatwi wiec takze nauke na studiach wyzszych.

Zycze udanej pracy z zadaniami
Tomasz Grebski
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Podstawianie zmiennej pomocniczej. Fragment 1.

1. Podstawienie zmiennej pomocniczej w rownaniach

[E Zadanie 1.19.
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Rozwigz rownanie: 2x° + 6x + 4 — 3vx* + 3x — 4 = 14.
Rozwigzanie:
2x +6x+4-3Jx* +3x -4 =14

(M) 2(x* +3x)+4—-3Vx> +3x—4 =14

D:x*+3x-420 Okreslamy dziedzing réwnania ze wzgledu
na pierwiastek kwadratowy.

(x+4)(x—1)20 4 1 x
x € (-0, =4) U (1, +0)
Wracamy do réwnania.

Vx* +3x—4 =t,gdziet>0 Podstawiamy nowa zmienng, pamigtajac
o zalozeniu.

K +3x-4=1 = P +3x=t*+4 Obie strony powyzszej rownosci podnosi-
my do kwadratu i wyznaczamy element
(x? + 3x).

2(t°+4)+4-3t=14 Do gléwnego réwnania (*) wprowadzamy
zmienng f.

2t2-3t-2=0

A=25A =5

1
(t=2vt=—5j/\t20 =>t=2

Vx* +3x—4 =2 Wracamy do zmiennej x.

X +3x-4=4 Obie strony podnosimy do kwadratu.
x*+3x-8=0

A=41,JA =41
( 3441 34441
X= o vaE——

5 ]/\xe (=00, —4) U (1, +0)

2 2

—3—\/4_ —3+x/i}

Odpowiedz: x € {



Podstawianie zmiennej pomocniczej. Fragment 2.

1. Podstawienie zmiennej pomocniczej w réwnaniach

Zadania do samodzielnego rozwigzania

E] 1.1. Rozwigz réwnanie: x*+ x>~ 2 =0.

@ 1.2. Rozwigz réwnanie: 2x* - x>~ 1 =0.

@ 1.3. Rozwigz réwnanie: 25x* - 10x*+ 1 = 0.

E] 1.4. Rozwigz réwnanie: x° - 17x°+ 16 = 0.

@ 1.5. Rozwigz réwnanie: 16x® - 15x* - 1=0.

@ 1.6. Rozwigz réwnanie: x° - 3x° - 6x> + 8 = 0.

E] 1.7. Rozwigz réwnanie: -3(-x*+ 3x*-3) =6 + (3x* - x* - 1)~
(1] 1.8. Rozwigz réwnanie: (x? + 3x + 3)(2x% + 6x - 1) + 3 = 0.
@ 1.9. Rozwigz réwnanie: x* - 5x> + 8x> - 5x + 1 = 0.

@ 1.10. Rozwigz réwnanie: x° - 10x° + 47x* - 100x° + 47x* - 10x + 1 = 0.
@ 1.11. Rozwigz réwnanie: 2(x - 3)* - 1= —|x - 3|.

@ 1.12. Rozwigz réwnanie: (x +5)*> =2 - |x + 5|.

@ 1.13. Rozwigz réwnanie: |x + 1|° = |x + 1|.

@ 1.14. Rozwiaz réwnanie: x + 7\x =18.

@ 1.15. Rozwigz réwnanie: x —2 — 3Wx+6=

@ 1.16. Rozwigz réwnanie: It —6=5Yx.

@ 1.17. Rozwigz réwnanie: /x> +9 + 6x —12 = Yx + 3.

@] 1.18. Rozwigz réwnanie: 5%/4 —x* - 3/(2 +x) = 4%/(2 — x)

@] 1.19. Rozwigz réwnanie: J/x +5 — x> — 25 = Jx - 5.
-1 +1
@ 1.20. Rozwigz rownanie: 3‘4fx + 34 SR
x+1 -

-4 +1
@ 1.21. Rozwiaz réwnanie: Jx ,/ al
x+1 x* —4

@ 1.22. Rozwiaz réwnanie: 5 =6-Vx' -

(11] 1.23. Rozwiaz réwnanie: x* + 3x —% x*+3x—4=4.

@ 1.24. Rozwigz réwnanie: x° +3x —4 = 5vx” +3x — 4.
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Podstawianie zmiennej pomocniczej. Fragment odpowiedzi

Odpowiedzi

Odpowiedzi

1. Podstawienie zmiennej pomocniczej w rownaniach

1.1. Podstawienie: t = x?, gdzie t > 0.
Odpowiedz: x € {-1, 1}.

1.2. Podstawienie: t = x?, gdzie t > 0.
Odpowiedz: x € {-1, 1}.

1.3.  Podstawienie: ¢ = x%, gdzie t > 0.

Odpowiedz: x € {—i £}

5 5

1.4. Podstawienie: t = x°, gdzie t € R.
Odpowiedz: x € {1, 2{/5}

1.5. Podstawienie: t = x*, gdzie t > 0.
Odpowiedz: x € {-1, 1}.
1.6. Podstawienie: t = x°, gdzie t € R.

Odpowiedz: x € {1, —3/5, 3/2}

1.7. Podstawienie: t = -x* + 3x* - 1, gdzie t € R.
Odpowiedz:

‘e “1-+/5 1-5 -1++5 1+4/5 _\/3+\/ﬁ \/3+\/ﬁ

2 0 2 7 2 72 2 2

1.8. Podstawienie: t = x* + 3x, gdzie t € R.
Odpowiedz: x € {-3, 0}.

.. 1 .
1.9. Podstawienie: t = x + —, gdzie t € R.
x

3\/—3+\/_
2

2

Odpowiedz: x € {

.. 1 .
1.10. Podstawienie: t = x + —, gdzie t € R.
X

Odpowiedz: x € {2 3,2+ \/5}
1.11. Podstawienie: t = |x - 3|, gdzie t > 0.

Odpowiedz: x € {E, Z} .
2 2
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Dla zainteresowanych

PODROZE
MATEMATYCZNE

Michat Szurek

\n\e\e\m\a\;‘a format 165 x 235 mm,
raw
. m:;:‘.:mesme“-‘ stron 296

dla uczniow i nauczycieli

Podréze matematyczne to
ksigzka nie tylko dla ucznia
i nauczyciela, lecz dla wszyst-
kich, ktorzy interesujg sie
matematyka i reaguja na jej
wyzwania - i dla miodszych,
i dla starszych.

Z nieprzebranego dorobku matematyki Autor wybral kilkadziesiat arcydziet
- zadan, twierdzen, teorii — i w barwny spos6b opowiada o nich z wielu punk-
tow widzenia. A czyni to tak, by poczatkujacego czytelnika zainteresowac,
a czytelnika dojrzalego - nie znudzi¢. Autor ukazuje matematyke przyjemna
i intrygujacy. Tres¢ ksigzki oscyluje wokét programu szkolnego, chociaz im
wyzszy numer rozdzialu, tym ,,odleglos¢” od szkoty wigksza, a w rozdziale 17
jest wrecz ,kosmiczna”. Ksigzka i jej rozdzialy sg napisane zgodnie z zasada
stopniowania trudnosci. Znajdziemy tu réwnania, tradycyjne zadania w no-
wym ujeciu, zadania logiczne, kolorowa geometrie i wycieczke w dziwne prze-
strzenie. Trudne miejsca nie powinny nikogo odstraszac.
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format 165 x 235 mm,
stron 132

Ten poradnik jest przezna-
czony dla poczatkujacych
adeptéw i zainteresowanych
GeoGebry, jej mozliwosciami
i przydatnoscia w nauczaniu
i uczeniu si¢ matematyki na
wszystkich poziomach edu-
kacji.

GeoGebra jest bezptatnym
oprogramowaniem matema-
tycznym, dostepnym on-line
i off-line w systemach ope-
racyjnych  Windows, Linux
i Mac OSX, na komputerach
i na urzadzeniach przenos-

nych (tablety, smartfony).

Poradnik ten dotyczy stosowania GeoGebry przy uzyciu komputerdw z syste-
mem operacyjnym Windows.

The ABC of GeeGebra

A Beginner’s Guide

Dostepna réwniez
w jezyku angielskim




format 165 x 235 mm,
stron 216

O programie

Program ten swe korzenie
ma w slynnym programie
Mathematica, ktéry doskona-
le faczy obliczenia numerycz-
ne i symboliczne, interpreta-
cje graficzng wynikow, jezyk
programowania, dokumen-
tacje i mozliwo$¢ publikacji
pracy. Dzieki bogactwu funk-
cji jest $wietnym narzedziem
pracy matematykow, fizykow,
biologéw, chemikéw i innych.

Program jest przeznaczony zaréwno dla uczniéw, studentow, jak i dla nauczy-
cieli. Z wlasnego doswiadczenia wiem, jak przyjemnie pracuje si¢ z progra-
mem wspolnie z uczniami. Nauczyciel bez watpienia staje si¢ nowoczesny,
a uczniow to zacheca do pracy. Krétko méwigc - przyjemne z pozytecznym.

W tym Poradniku zajmujemy si¢ strong matematyczng programu. A zatem
stawiamy sobie pytanie: w czym moze pomdc nam Wolfram Alpha (jesli cho-
dzi o matematyke) oraz w jaki sposéb z niego korzystac?

Wolfram Alpha m.in. rozwigzuje réwnania i nieréwnosci, uklady réwnan
i nieréwnosci, oblicza pochodne i calki, rysuje funkcje oraz wypisuje ich naj-
wazniejsze wlasnosci. To oczywiscie przystowiowa ,kropla w morzu” jego
mozliwosci. Opisane w ksigzce funkcje i przyklady pozwolg Czytelnikowi po-
zna¢ wiele mozliwosci tego programu.

111









Oficyna Edukacyjna * Krzysztof Pazdro przygotowata bogaty zestaw tytutdw,
stuzgcych lepszemu przygotowaniu do matury z matematyki na poziomie
podstawowym i na poziomie rozszerzonym. Kazdy maturzysta, zaleznie

od indywidualnych potrzeb, znajdzie tu odpowiednia dla siebie pozycje.

ZBIOR ZADAN ZBIOR ZADAN
MATURALNYCH MATURALNYCH
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, @ Opracowst Ryseard Pagoct ]
o,
D owtérka przed matura
o MATEMATYKA
O
—
}
~
L
(e,
L
x
& ZAKRES PODSTAWOWY @
MATEMATYKA Tomasz Grebsk
Podstawianie
zmiennej pomocniczej
w réwnaniach i nie tylko

el Ponadto zachecamy
s potrove psmn do zapoznania sie
z naszym przewodnikiem
po programie

Wolfram Alpha,

ktéry jest nowoczesnym
narzedziem
edukacyjnym.
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Matematyka

g

OFICYNA
EDUKACYJNA

Www.pazdro.com.pl






