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Piotr Drozdowski

MATEMATYKA. Na dobry start do liceum. Zadania

Uczniom konczacym nauke w gimnazjum umozliwi samodzielne uzu-
pelienie wiedzy niezbgdne] w dalszej nauce. Uczniom rozpoczynajacym
nauke w liceum umozliwi szybkie nadrobienie brakow, ulatwi powtorzenie
1 zdobycie umiejetnosci, ktore przydadza si¢ az do matury.

Autor, do$wiadczony nauczyciel matematyki w gimnazjach i liceach,
opracowatl te zagadnienia, ktore u progu liceum zwykle sprawiaja najwigksze
trudnosci.

Starannie dobrane zadania przeplatajg si¢ z przyktadami i wyjasnienia-
mi, ktore przekazane sg w sposob przypominajacy bezposrednia, zyczliwa
rozmowe. Autor unika skomplikowanych wywoddéw, odwotuje si¢ do intuicji,
zacheca do samodzielnego zmierzenia si¢ z drobnymi problemami i ¢wicze-
niami, ktorych trudno$¢ powoli wzrasta.

Czytanie 1 rozwigzywanie zadan mozna zacza¢ od dowolnego rozdziatu.

Wydawca
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7. Potegowanie
| pilerwiastkowanie

Potega o wyktadniku naturalnym

Przyktad

Zatozmy, ze w pojemniku sg bakterie. Wiemy, ze rozmnazajg si¢ przez podzial,
podwajajac swoja liczbe w ciagu jednej doby. Ile bedziemy mieli bakterii po 10
dobach?

Jezeli na poczatku jest b bakterii, to

— po jednej dobie jest b - 2 bakterii,

— po dwoch dobach b - 2 - 2,

— po trzech dobach b -2 -2 - 2,

— po czterech dobach b - 2 -2 - 2 - 2 i tak dalej, az

— po10dobachbh-2-2-2-2.2-.2-2-2.2 .2 bakterii.

Zauwazmy, ze za kazdym razem poprzedni wynik mnozymy przez 2, az w koncu
mamy iloczyn dziesi¢ciu dwojek.

Takie dzialanie nazywamy potegowaniem o wykladniku naturalnym.
a‘a-a-a-.. a=a", gdzie po lewej stronie jest n czynnikow, z ktorych kazdy jest
réowny a.

W wyrazeniu " warto$¢ @ nazywamy podstawa potegi, a n — wykladnikiem potegi.

1. Oblicz

a) 3= b) 54 = c) 7= d)9 =

e) 110t = o= g 11°= h) 6° =

2. Oblicz.

a) (-7)y= b) (=2)'= c) (-3)'= d (-D*=
e) (-DHP= f) (-5y= g (4= h) (-10)y =

Jezeli liczbe ujemnag podnosimy do potegi parzystej, to wynik jest dodatni.
Jezeli liczbe ujemna podnosimy do potegi nieparzystej, to wynik jest ujemny.



7. Potegowanie i pierwiastkowanie

Prawa potegowania

Sprobujmy iloczyn 57 - 5" zapisa¢ krocej. 57 to siedem mnozonych przez siebie pig-
tek, 5" to jedenascie mnozonych przez siebie piatek. Mamy wigc razem 7 + 11 = 18
mnozonych przez siebie pigtek, zatem:
57 . 511 — 57+11 — 518.
Jezeli to samo rozumowanie przeprowadzimy dla wyrazenia a” - @”, otrzymamy:
a-a"=a""".

3. Zapisz w postaci jednej potegi.

a) 45.43= b) 77-7°= ) (0,3)7-(0,3)'=
d) 8.8= e) 10"-10"= f)y 23.27.2¢=
~(2) (2Y
2 660 6= N O UE I S N
3 3
4. Zapisz w postaci jednej potegi.
a) x*-x2= b) n*-n= c) tt =
d) & a° a*= e) XX -xtx= f) y7-y8 =

A co si¢ dzieje, gdy podnosimy potege do potegi?

Przyktad
N3 — 94 .94 D4 —D4+4+4 —n4-3 — 12
(24 =24.24.24=2 243=2

. . r .y . . n
To rozumowanie mozemy uog6lni¢ dla wyrazenia (a”’) .

m" m-n
(a") = a

5. Zapisz jako jedna potege.

a) (7%= b) (49)!= ) (5= . d) (119)F= i
o [2]= B [@)]'= 9 {[T) = [T} =
6. Zapisz w postaci jednej potegi.

a) (2H2°= b) 47-(4)°= c) (59 (5=

d) (777" = e (-3 3= n 2] 2=

Spéjrzmy, co si¢ dzieje z ilorazem poteg o jednakowych podstawach.



MATEMATYKA. Na dobry start do liceum. Zadania

Przyktad
7
5_:5/./5/.5/.5/‘5.5.5:5'5'5:53
5t 5555

Widzimy, ze otrzymany wyktadnik potegi jest roznicg wyktadnikéw poteg w liczni-
ku i mianowniku. Jezeli w liczniku i mianowniku skroécimy po 4 piatki, to zostanie
iloczyn: 5-5-5=53.

Po przeprowadzeniu podobnego rozumowania na wartosciach ogdlnych otrzymamy:

7. Zapisz jako jedna potege.

11 9 7 6
0,2 19 6415 _3 15

9 B2 gy & 9 & -
(0,2) 64 (=3)

8. Zapisz w postaci jednej potegi.

5.5 7¢. 7
Y ot R
(2) _ ()
C) 16 d) 316 -
6 4 44Y .47
C)( 5)5 = f) ( 6)2 13 =
(6) (4°) -4

We wszystkich wezesniejszych przyktadach w ilorazie poteg wyktadnik potegi licz-
nika byt wiekszy od wyktadnika potegi mianownika. Zobaczmy co si¢ dzieje, gdy
potegi sa rowne.

m

a L o .
— =1ldlaa#0,bo w liczniku i mianowniku jest ta sama warto$c.
a

m

. a
Zgodnie ze wzorem — = a
a

m—m

= a° otrzymujemy: a'=1dlaa#0.



7. Potegowanie i pierwiastkowanie

Potega o wyktadniku catkowitym ujemnym
Przyktad

3
Rozpatrzmy wyrazenie =

3
Zgodnie z podanym wczesniej wzorem Fol Sia =13
Zapisujac potegi jako iloczyny tych samych czynnikow, otrzymamy:
¥ 3F3FEF 11
3 3.3.3.3.3 3.3 3

A zatem 37 =

3_2.

. _ 1
Mamy wigc a " = —-.
a

9. Zapisz w postaci potegi o wyktadniku ujemnym.

D= Bogrm 9g= doi- e)@]= D[9=

54 411 8_7
10. oblicz.
a) 47= b) 270= ¢) 5= 4 (0.25%=
e) Gj - ) (2)°= g) (-8)7= h) (-1)*=

11. Zapisz jak najprosciej, korzystajac z praw potggowania.

4.4 ‘4_ (32)73.38 B 53 2_
a)(42]_ b) = —= C)(S—éj—

23 N 2 43\ 2 \!
R

Potegowanie iloczynu i ilorazu

Przy podnoszeniu do potegi utamka zwyklego dziatamy tak, jak przy podnoszeniu do
potegi kazdej liczby, czyli mnozymy utamek przez siebie odpowiednio wiele razy.



MATEMATYKA. Na dobry start do liceum. Zadania

Przyktad
Hs_i.i.i.i.i_4'4'4'4'4_4_5
7 7771717 17777 T

) a) a"
Mamy wiec | — | = —.
y wie (bj “

Podobnie jest przy potggowaniu iloczynu.

Przyktad
6'=(2-3=2-3-2-3.2-3-2-3.2.3.2-3.2.3=27.3

Ogodlnie: (a *b)"=a" - b".

12. Oblicz.

2\ 7Y 10) (6%) 3P 4yt
2 (3= w3 o5 0 - Oy 0 5)-
13. Oblicz, korzystajac z praw potegowania.

5V 3V (14Y
0 [3) - o (3 (5
o 35 5 - 0 5[

5 3 32 3 2

Zadania rézne z potegowania

Czasem spotykamy si¢ z sytuacja, gdy w zadaniu sg rozne liczby w réznych pote-
gach. Probujemy wtedy sprowadzi¢ wszystkie potegi do tej samej podstawy, wyko-
rzystujac prawa potegowania.

Przyktad
Przedstawmy wyrazenie w postaci potegi jednej liczby i obliczmy jego wartosc.
832128
464



7. Potegowanie i pierwiastkowanie

Zauwazamy, Z€:
8 =23 8= (2%)¢=21,
32=25, 323=(25*=20,
4= 22’ 49 = (22)9 — 218,
64 =26, 64°=(2°=2",
128 =27,
Korzystajac z powyzszych przeksztatcen, otrzymamy:

84 . 323 ) 128 212 ) 215 . 27 212+15+7 234 2436 , 1
4°. 64° = 918 I8 = I8+18 :27:2 =2 Z?ZZ’
14. Zapisz w postaci potegi jednej liczby.
a) 94-243%.81= b) 253-125%. 57 = c) 2°-16%-256*=
d) 163-64* 4°= e) 27%4-92.814= f) 813-3%.27>.243 =
195. Oblicz.
3 (25)?
g F8I277 b 361216 o 2 (5°)
9° 6> 125°
42.327.16° (5%)°- 25" 625° 3434, 49°°
d) —_5 = e) 2 = —_— =
64 1257-3125 7

Spotykamy si¢ rowniez z sytuacjami, gdy dodajemy rdzne potegi tej samej liczby.

Przyktad

37+2-38+39+30=3".(1+2-3+32+3%)=37"-(1+6+9+27)=43-37
WyciagnelisSmy przed nawias najnizszg z mozliwych poteg liczby 3, a na wartos-
ciach pozostatych w nawiasach dokonalismy wskazanych dziatan.

16. Przedstaw w najprostszej postaci.
a) 28—-26+24= b) 59-3.-58+2.57= ¢) 4"-5.4+4"=
d 3.78+5.72= e) 2-9+7-9= f) 4°+42=

Pierwiastek kwadratowy
Dla a>0 +a = b wtedy, gdy a = b?

Poniewaz kwadrat dowolnej liczby jest zawsze liczba nieujemna, to pierwiastek kwa-
dratowy obliczamy tylko z liczb wigkszych lub réwnych zero.

J36 =6, bo6*=36 J169 =13, bo 132=169

—9_



MATEMATYKA. Na dobry start do liceum. Zadania

Aby obliczy¢ wartos¢ pierwiastka kwadratowego, szukamy takiej liczby, ktora pod-
niesiona do kwadratu daje liczbe podpierwiastkowa.

17. Oblicz pierwiastki.

a) 64 = b) 121 = ) 225 = d) /324 =

Nie zawsze mozemy poda¢ doktadnie warto$¢ pierwiastka. Takie liczby, jak na przy-

ktad /2 , V3,47 (i wiele innych) sg liczbami niewymiernymi i ich warto$ci cyfro-
we podajemy tylko w przyblizeniu.

Nie mozna podac¢ ich zapisu za pomocg skonczonej liczby cyfr. Pierwiastkéw o war-
to$ciach niewymiernych jest duzo wigcej niz wymiernych, dlatego istotne jest dla
nas, aby$my umieli przedstawi¢ pierwiastek z duzej liczby za pomocg pierwiastka
z warto$ci mniejszej. Jezeli mamy pierwiastek z duzej liczby, to wazne, aby$my, je-
zeli to mozliwe, umieli przedstawi¢ go za pomocg pierwiastka z warto§ci mniejsze;.

Liczby ztozone czesto mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynu takich czynnikow,
aby z niektorych z nich mozna bylo wyciagna¢ pierwiastek.

Przyktad
V18 =92 =32

Liczbe 18 tatwo roztozy¢ na iloczyn liczby 2 i liczby 9, ktora jest kwadratem 3.

Jezeli nie uda si¢ od razu zobaczy¢ takiego iloczynu, musimy liczbe roztozy¢ na
czynniki pierwsze. Umozliwia to sprawdzenie, czy otrzymamy pary jednakowych
czynnikow.

Przyktad

7513 72 2} 360
25 5} 36 |2 180
515 1812 90
1 913 45
3 3} 15

1
1

J72 =232 =62

~10-—

J360 = 2-342-5 = 6410




7. Potegowanie i pierwiastkowanie

Po rozkladzie na czynniki pierwsze z kazdej pary jednakowych czynnikow jeden
wstawiamy przed pierwiastkiem, a te, ktore wystepujg pojedynczo, pozostawiamy
pod pierwiastkiem.

Te czynno$¢ nazywamy wyciaganiem czynnika przed znak pierwiastka.

18. Wyciagnij, jesli to mozliwe, czynnik przed znak pierwiastka.

a) 24 = b) /50 = ) V147 = d) 252 =
e) /432 = f) /784 = g) V210 = h) /576 =
i) 729 = i) 1024 =

Obliczanie pierwiastkéw z utamkéw zwyktych i dzie-
sietnych oraz z liczb mieszanych

Obliczajac pierwiastek z utamka zwyklego, dziatamy wedlug bardzo prostej zasady
— obliczamy pierwiastek z licznika 1 dzielimy go przez pierwiastek z mianownika.

Przyktad
49 Ja9 7

Jezeli pod pierwiastkiem znajduje si¢ liczba mieszana, to musimy zamieni¢ ja na
utamek niewlasciwy.
Przyktad
[z _ o1 _u
49 49 7
Przy obliczaniu pierwiastkow z utamkéw dziesigtnych korzystniej jest zamieni¢ je na

utamki zwykte. Nie trzeba wtedy uwazac¢ na liczbg miejsc po przecinku.

Przyktad
6,4 = 64 = 8 liczba niewymierna
V10~ Jio

1/0,000064 = o4 = 8 = 0,008
{/1000000 1000

— 11—



MATEMATYKA. Na dobry start do liceum. Zadania

19. Oblicz pierwiastki, nie korzystajac z kalkulatora.

81 196 1 9
o = b) [— = 3— = d 1= =
? \E Y. 9 16 T

e) 0,04 = f) 2,25 = g) /23,04 = h) /12,10 =
D \E_ N EC
81 ! 147

W zadaniach mamy czasem do czynienia z sumami pierwiastkow z roznych liczb.
W takich przypadkach nie wolno dodawac¢ do siebie wartosci podpierwiastkowych,
bo nie otrzymamy tej samej wartosci.

Przyktad
V16 +9 =4+43=7 V1649 =25 =5

Jezeli liczby podpierwiastkowe sg rozne, a pierwiastki sg liczbami niewymiernymi,
to — chcac zajmowac si¢ cyframi — mozemy tylko podstawi¢ wartosci przyblizone.

Przyktad
V17 +11 = 4,12310 + 3,31662 = 7,43972

Jezeli liczby podpierwiastkowe sg takie same, to pierwiastki mozemy dodac.

Przyktad
3J5 + 75 = 104/5

Dodajac pierwiastki o r6znych liczbach podpierwiastkowych, powinnismy spraw-
dzi¢, czy mozemy je sprowadzi¢ do pierwiastkow z tej samej liczby.
Przyktad

V48 + 2475 - V12 =16 -3 + 24/25-3 - /4.3 =
=43 +2-53 =23 =43 +10V3 - 243 = 1243

20. Upros¢ wyrazenia.

a) 682 +742 = b) 1411 -911 =
¢) 677 —=5J7 +37 = d) V20 + 180 —+/45 =

— 12—



7. Potegowanie i pierwiastkowanie

e) 50 +/72 —\242 = f) 3327 = 2475 -147 =
2) 21000 + /360 + 44/90 = h) V108 — /18 +/48 +/32 =
i) 2472 —3/288 + 44/450 =
21. Oblicz.
) Vi2 +448 _ 2432 - 448 _
J3 B
) 5V3 27 _ f V24
2 N N T
9 V5 +98 _ 2\/5 V80 _
V20 + /8 a5

Usuwanie niewymiernych pierwiastkow
z mianownika

Bardzo niewygodnie dzieli si¢ przez liczbe niewymierna. W przypadku otrzymania
niewymiernego pierwiastka w mianowniku, staramy si¢ usuna¢ go z mianownika.

Przyktad
7 7 SNl

= . = —mnozymy przez | przedstawione w postaci ﬂ
N TR TN TR N

35 35 V7 335

. 7
—= = —=+—= = —— —mnozymy przez | przedstawione w postaci ——
a7 a7 7 28 J7

22. Usuh niewymierny pierwiastek z mianownika.

a) 3 b) ﬁ = c) LS 3I
J5 Jio 346 sf
gBEL g ME NE
Ji2 56 2410 38

Troche inaczej wyglada sytuacja, gdy w mianowniku wystepuje suma badz réznica
pierwiastkow. Musimy wtedy skorzysta¢ z wzoru na roznice kwadratow.

a—b*=(a—b)a+b)

— 13—



MATEMATYKA. Na dobry start do liceum. Zadania

Przyktad
7 7 N+3 o 1G1+4B)
J_IJ_IJ_I(J—)(@)Z

7(\/ﬁ+\/§) ~ 7(x/ﬁ+\5)

11-3 8

Vi1+43
VIT+3

szy wzOr. Zauwazmy, ze W mianowniku musza pojawi¢ si¢ dwa wyrazenia, rozniace
sie tylko znakiem.

PomnozyliSmy wyrazenie przez = 1, aby mozna bylo zastosowac powyz-

Przyktad
5 5 2J7-3 (2\/7—3) _5(2\/7—3)_5(2\/7—3)
2J7+3 247+3 241-3 (2ﬁ)2_3z_ 26-9 19
23. Usun pierwiastki niewymierne z mianownika.
4 23 5
Y \/_—1 Y e 0 B Y imean
6V2 g 12 f 2 b 48 - 80 _
N J7-43 N NN

Pierwiastek stopnia trzeciego (szesScienny)

Ja =b wtedy, gdy b =a
Inaczej niz w przypadku pierwiastka kwadratowego, nie musimy podawac zastrze-
zenia co do znaku liczby a. Wartos¢ a moze by¢ dodatnia, ujemna lub réwna zero.
Wynika to z tego, ze podnoszac liczb¢ do potegi trzeciej, mozemy uzyska¢ dowolng
liczbe rzeczywista.
Przyktad

Y8 =2, bo 23=8 Y=64 = -4, bo (—4)’ =—64

1331 =11, bo 11°=1331

_ 14—



7. Potegowanie i pierwiastkowanie

24. Oblicz pierwiastki stopnia trzeciego.

a) Y-343 = b) 27 = c) J-216 =
d Yo = e) </-1000000 = n f512 =

Jezeli obliczamy pierwiastek stopnia trzeciego, to podobnie jak przy pierwiastku
kwadratowym, mozemy sprobowac¢ wyciagna¢ czynnik przed znak pierwiastka. Tyle
tylko, ze przy rozktadzie na czynniki pierwsze poszukujemy nie par jednakowych
czynnikow, ale trdjek jednakowych czynnikow.

Przyktad
562 1080 | 2
28 |2 540 |2
1412 270 (2
717 135|3
1 4513
1513
515
1
P56 =2.2.2.7=237  }-1080=-32.2-2.3-3.3.5=
=233 =635
25. Wyciagnij czynnik przed znak pierwiastka.
a) 4192 = b) 1250 = ) -135 =
dy 432 = e) Y72 = f) Y1728 =
26. Upro$¢ wyrazenie.
a) /120 +3/405 = b) /108 —33/4 =
) 128 + /432 — 32000 = d) 3324 - 23192 =

— 15—
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